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本 书 是 为 国内 应 用 型 本 科 院 校 与 独立 学 院 精心 编写 的 材料 力学 教材 ， 具 有 理论 简明 、 应 
用 翔实 、 结 构 严 族 、 层 次 分 明 、 语 言 精 练 、 通 俗 易 懂 的 特点 。 本 版 在 保持 前 两 版 风格 特点 的 
基础 之 上 ,增加 了 少量 内 容 ; 对 例题 和 习题 作 了 适当 调整 和 增补 ,使 题 型 更 加 广泛 和 均衡 ， 
插图 和 版 面 作 了 较 大 改变 ， 使 教材 更 加 生动 和 精美 。 

本 书 共 十 四 章 ， 包括 绪论 、 轴 向 拉 伸 与 压缩 、 剪 切 与 挤 压 、 扭 转 、 弯 曲 内 力 、 弯 曲 应 力 、 
弯曲 变形 、 应 力 状 态 分 析 与 强度 理论 、 组 合 变形 、 压 杆 稳定 、 动 载荷 、 能 量 法 、 超 静 定 结构 
与 力 法 、 电 测 法 简介 。 除 第 一 章 外 ， 每 章 都 配 有 大 量 的 例题 、 复 习 思 考题 与 习题 。 常 用 材料 
的 力学 性 能 和 型 钢 表 ， 作 为 附录 列 于 书后 。 在 本 书 的 最 后 ， 给 出 了 习题 参考 答案 。 

本 书 配 有 可 供 教师 使 用 的 多 媒体 课件 、 教 学 设计 (教案 ) 、 备 课 笔 记 、 教 师 手 册 、 教 学 及 
考核 大 纲 、 期 中 及 期 未 试卷 、 动 画 视 频 等 丰富 的 教学 资源 ， 拟 将 本 书 作为 授课 教材 的 教师 请 
提供 个 人 及 课程 信息 ， 并 发 邮件 至 jinkuizhang@buaa. ейи. cn 向 编辑 申请 相关 资源 。 同 时 ， 与 
本 书 配 套 的 教学 与 学 习 指 导 书 一 一 《材料 力学 学 习 指 导 与 题解 》 也 已 由 机 械 工业 出 版 社 出 版 
发 行 。 
本 书 适合 作为 应 用 型 本 科 院 校 与 独立 学 院 工科 各 专业 的 材料 力学 课程 以 及 工程 力学 课程 
中 材料 力学 部 分 的 教材 ， 也 可 作为 高 职高 专 、 自 学 自考 和 成 人 教育 的 教材 ， 并 可 供 有 关 工 程 
技术 人 员 参 考 。 


图 书 在 版 编目 (CIP) 数据 


材料 力学 / 王 永 廉 主编 .一 3 版 . 一 北京 : 机 械 工 业 出 版 社 ，2017.6 
“十 二 五 ”普通 高 等 教育 本 科 国 家 级 规划 教材 
ISBN 978-7-111-56740-0 


І.0Я-- П.Ф=-- Ш. @ 材 料 力学 一 高 等 学 校 一 教材 
V. ©TB301 


中 国 版 本 图 书馆 СІР 数据 核 字 (2017) Ж 092465 号 


机 械 工 业 出 版 社 (北京 市 百 万 庄 大 街 22 号 ”邮政 编码 100037) 
策划 编辑 ， 张 金 硅 ”责任 编辑 : KEE Ман 

责任 校对 : . 刘 秀 芝 封面 设计 : Ж ЇР 

责任 印 制 ， 常 天 培 

涿州 市 京 南 印 刷 厂 印刷 

2017 年 8 月 第 3 版 第 1 次 印刷 

169mmX239mm， 24 印张 461 TF 

标准 书号 ; ISBN 978-7-111-56740-0 

定价 :49. 80 元 





凡 购 本 书 ， 如 有 人 缺 页 、 倒 页 、 脱 页 ， 由 本 社 发 行 部 调换 

电话 服务 网 络 服务 

服务 咨询 热线 : 010-88379833 机 工 官 网 : www. cmpbook. com 

读者 购书 热线 ， 010-88379649 ”机 工 官 8. weibo. com/cmp1952 
教育 服务 网 ， www. cmpedu. com 

封面 无 防伪 标 均 为 盗版 金 书 М. ууу. golden-book, com 


第 3 版 前 言 


本 书 是 为 国内 应 用 型 本 科 院 校 与 独立 学 院 精 心 编 写 的 材料 力学 教材 ， 具 有 
理论 简明 、 应 用 翔实 、 结 构 严 谨 、 层 次 分 明 、 语 言 精练 、 通 俗 易 懂 的 特点 ， 自 
2008 年 出 版 发 行 以 来 ， 受 到 了 这 一 层面 上 师 生 的 普 廊 欢 迎 。2011 年 ， 本 书 被 评 
为 江苏 省 高 等 学 校 精品 教材 。2014 年 ， 本 书 被 六 选 为 “十 二 五 ”普通 高 等 教育 
本 科 国 家 级 规划 教材 。 

本 版 在 保持 前 两 版 风格 特点 的 基础 之 上 ， 对 教材 作出 了 如 下 修订 : 

(1) 对 各 章 的 例题 和 习题 作 了 适当 调整 和 增补 ， 使 题 型 更 加 广泛 和 均衡 。 

(2) 在 第 三 章 的 第 四 节 “ 连 接 件 的 强度 计算 ”中 ， 增 加 了 搭 接 焊 颖 的 强度 
计算 。 

(3) 在 第 六 章 的 第 五 节 “ 弯 曲 切 应 力 及 其 强度 计算 ”中 ， 补 充 了 矩形 截面 
梁 弯 曲 切 应 力 计算 公式 的 推导 过 程 。 

(4) 将 泊 松 比 的 符号 “jx” 改 为 “v”， 以 区 别 压 杆 长 度 因数 的 符号 。 

(5) 对 全 书 的 文 、 图 进一步 润色 和 提炼 。 

(6) 将 插图 改 为 3D 图 ， 使 教材 生动 逼真 。 

本 次 的 修订 工作 由 南京 工程 学 院 的 王 永 廉 负 责 完成 。 

本 书 的 3D 图 由 常州 工学 院 王 晓 军 团队 制作 ， 谨 致谢 意 。 

本 书 的 姊妹 教材 一 一 《理论 力学 》 及 《工程 力学 ( 静 力 学 与 材料 力学 )》， 
已 与 本 书 同时 由 机 械 工 业 出 版 社 出 版 发 行 ， 可 分 别 供应 用 型 本 科 院 校 与 独立 学 
院 工科 各 专业 的 理论 力学 课程 与 工程 力学 课程 的 教学 选用 。 

本 书 虽 已 是 第 3 次 修订 , -但 杖 漏 与 欠 妥 之 处 仍 在 所 难免 ， 欢 迎 读 者 继续 批评 
指正 。 有 建议 者 请 与 南京 工程 学 院 材 料 工程 系 王 永 廉 联 系 (E-mail: ylwang0606@ 


sina. сот), 


编 者 
2017 年 6 月 


第 2 版 前 言 


这 本 主要 适用 于 国内 应 用 型 本 科 院 校 与 独立 学 院 的 《材料 力学 》 教 材 自 
2008 年 7 月 出 版 发 行 以 来 ， 受 到 这 一 层面 上 师 生 的 普遍 欢迎 。 为 了 使 之 更 至 完 
善 ， 在 保持 教材 的 定位 、 体 系 、 风 格 与 特点 不 变 的 基础 之 上 ， 编 者 对 第 1 版 作 
了 精心 修订 。 

主要 修订 工作 有 : 

(1) 对 各 章 的 例题 和 习题 作 了 适当 的 增 减 和 调整 。 

(2) 将 第 六 章 的 第 三 节 “ 弯 曲 正 应 力 及 其 强度 计算 ” 拆 为 “弯曲 正 应 力 ” 和 
“弯曲 正 应 力 强度 计算 ”两 节 ， 以 方便 教学 安排 。 

(3) 在 第 五 章 “ 弯 曲 内力 ” 中 ,增加 了 “用 肥 加 法 作 弯 和 矩 图 ”一 节 ; 在 第 
十 章 “ 压 杆 稳 定 ” 中 ， 增 加 了 “ 压 杆 的 稳定 计算 。 折 减 系 数 法 ”一 节 ， 以 满足 
土建 类 专业 的 教学 要 求 。 

(4) 为 了 满足 多 课时 材料 力学 课程 的 教学 要 求 以 及 部 分 学 生 的 竞赛 考研 需 
要 ， 在 第 四 章 “ 扭 转 ” 的 第 六 节 中 ， 增 加 了 “开口 薄 壁 杆 件 和 闭口 薄 壁 杆 件 的 
自由 扭转 ”; 在 第 六 章 “ 索 曲 应 力 ” 的 第 二 节 中 ， 增 加 了 “惯性 积 、 转 轴 公 式 、 
主 惯性 轴 与 主 惯性 矩 ”; 在 第 十 二 章 “ 能 量 法 ”中 ， 增 加 了 “ 互 等 定理 ”和 “图 
乘法 ”两 节 ; 将 “ 超 静 定 结构 与 力 法 ”从 第 十 二 章 “ 能 量 法 ”中 分 出 ， 独 立成 
章 ， 并 增加 了 “对 称 性 问题 与 反对 称 性 问题 的 简化 计算 ”。 

(5) 对 全 书 的 文字 和 插图 进一步 润色 和 提炼 。 

本 次 的 修订 工作 由 南京 工程 学 院 的 王 永 廉 负 责 完 成 。 

本 书 的 姊妹 教材 一 一 《理论 力学 》 及 《工程 力学 〈 静 力学 与 材料 力学 )》， 
已 与 本 书 同 时 由 机 械 工业 出 版 社 出 版 发 行 ， 可 分 别 供应 用 型 本 科 院 校 与 独立 学 
院 工 科 各 专业 的 理论 力学 课程 与 工程 力学 课程 的 教学 选用 。 

本 书 虽 经 修订 ， 但 朴 漏 与 欠 妥 之 处 在 所 难免 ， 欢 迎 读者 继续 批评 指正 。 有 
建议 者 请 与 南京 工程 学 院 材 料 工 程 系 王 永 廉 联系 (E-mail: ylwang0606 @ 


sina. com), 


编 者 
2011 年 1 月 


第 1 版 前 言 


本 书 是 为 国内 应 用 型 本 科 院 校 与 独立 学 院 编写 的 材料 力学 教材 ， 主 要 适合 
于 这 些 院 校 工科 各 专业 的 材料 力学 课程 以 及 工程 力学 课程 中 材料 力学 部 分 的 教 
学 ， 也 可 用 于 高 职高 专 、 自 学 自考 和 成 人 教育 。 

本 书 涵盖 了 材料 力学 的 主要 内 容 ， 包 括 材 料 力学 绪论 、 轴 向 拉 伸 与 压缩 、 
剪 切 与 挤 压 、 扭 转 、 弯 曲 内 力 、 弯 曲 应 力 、 弯 曲 变形 、 应 力 状 态 与 强度 理论 、 
组 合 变形 、 压 杆 稳 定 、 动 载荷 与 交 变 应 力 、 能 量 法 、 电 测 法 简介 等 共 十 三 章 ， 
具有 较 大 的 专业 覆盖 面 ， 可 以 满足 不 同 专业 、 不 同学 时 课程 的 需要 。 

本 书 借 鉴 近 年 来 国内 应 用 型 本 科 院 校 与 独立 学 院 力 学 课程 的 教学 经 验 ， 考 
虑 到 培养 应 用 型 人 才 的 定位 ， 本 着 以 必需 、 够 用 为 度 ， 以 实际 应 用 为 重 的 原则 ， 
对 内 容 进 行 了 适当 取 含 ， 并 简化 理论 推导 ， 加 大 例题 、 思 考题 与 习题 的 分 量 ， 
着 重 于 培养 学 生 的 实际 应 用 能 力 。 

本 书 对 基本 理论 、 基 本 概念 的 阐述 简洁 明了 ， 对 工程 应 用 、 解 题 方法 的 介 
绍 翔实 清楚 ， 尽 力 做 到 结构 严谨 、 层 次 分 明 、 语 言 精练 、 通 俗 易 懂 。 

参与 本 书 编写 工作 的 有 南京 工程 学 院 的 王 永 廉 、 汪 云 祥 、 称 春燕 ， 江 苏 技 
术 师 范 学 院 的 马 景 攀 ， 宿 迁 学 院 的 李 艳 兵 。 其 中 ， 王 永 廉 任 主编 ， 马 景 槐 、 汪 
云 祥 任 副 主编 ; 王 永 廉 负责 全 书 的 统 稿 定稿 工作 。 

本 书 承蒙 南京 航空 航天 大 学 邓 宗 白 教 授 悉 心 审 阅 ， 谨 在 此 表示 衷心 感谢 。 

本 书 配 有 制作 精美 的 多 媒体 电子 教案 ， 读 者 可 在 机 械 工 业 出 版 社 教材 服务 
网 (www. cmpedu. сол) 上 注册 后 免费 下 载 。 同 时 ， 与 本 书 配 套 的 教学 与 学 习 
.指导 书 一 一 《材料 力学 学 习 指 导 与 题解 》 也 已 由 机 械 工业 出 版 社 出 版 发 行 。 

本 书 的 姊妹 教材 一 一 《理论 力学 》， 与 本 书 同时 由 机 械 工 业 出 版 社 出 版 发 
行 ， 可 供应 用 型 本 科 院 校 与 独立 学 院 工科 各 专业 的 理论 力学 课程 以 及 工程 力学 
课程 中 理论 力学 部 分 的 教学 选用 。 

编者 期 望 这 套 教材 能 够 使 这 个 层面 上 的 师 生 满意 。 但 由 于 编者 能 力 有 限 ， 
难免 会 存在 不 足 之 处 ， 衷 心 希望 读者 批评 指正 。 有 建议 者 请 与 南京 工程 学 院 材 
料 工程 系 王 永 廉 联系 (E-mail: ylwang0606@sina. сот), 


ноя 
2008 年 5 月 
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第 一 和 材料 力学 的 基本 任务 


当 工 程 结 构 或 机 械 工作 时 ， 组 成 结构 或 机 械 的 构件 将 会 受到 外 力 的 作用 。 
构件 通常 由 固体 制 成 。 在 外 力作 用 下 ， 任 何 固体 均 会 变形 ; 当 外 力 达 到 一 定 限 
Ж, 构件 就 会 被 破坏 。 因 此 ， 为 了 保证 工程 结构 或 机 械 的 正常 可 靠 工 作 ， 对 构 
件 的 设计 有 下 述 三 个 方面 的 基本 要 求 : 

(1) 构件 应 具备 足够 的 强度 ， 即 足够 的 抵抗 破坏 的 能 力 ; 

(2) 构件 应 具备 足够 的 刚度 ， 即 足够 的 抵抗 变形 的 能 力 ; 

(3) 构件 应 具备 足够 的 稳定 性 ， 即 足够 的 保持 原 有 平衡 形态 的 能 力 。 

材料 力学 的 基本 任务 就 是 研究 材料 在 外 力作 用 下 的 变形 和 破坏 规律 ， 为 合 
理 设计 构件 提供 强度 、 刚 度 和 稳定 性 方面 的 基本 理论 和 计算 方法 。 








Ж.Н ”材料 力学 的 基本 假设 


一 、 对 变形 固体 的 基本 假设 


为 研究 问题 的 方便 ， 材料 力学 对 变形 固体 作出 下 列 假 设 : 

1. 连续 性 假设 

假设 组 成 固体 的 物质 毫 无 空隙 地 充满 了 固体 所 占有 的 整个 几何 空间 。 这 样 ， 
在 材料 力学 中 ， 就 可 以 将 力学 参量 表示 为 固体 上 点 的 坐标 的 连续 函数 ， 并 可 以 
采用 数学 分 析 中 的 微 积 分 方法 。 

2. 均匀 性 假设 

假设 固体 的 力学 性 能 在 固体 内 处 处 相同 。 这 样 ， 从 构件 的 任何 部 位 截取 的 
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任意 大 小 的 部 分 ， 都 具有 完全 相同 的 力学 性 能 。 

3. 各 向 同性 假设 

假设 固体 在 各 个 方向 上 的 力学 性 能 完全 相同 。 

即 在 材料 力学 中 ,将 制作 构件 的 材料 视 为 连续 、 均 匀 、 各 向 同性 的 可 变形 
固体 。 


二 、 对 构件 变形 的 基本 假设 


在 材料 力学 中 ， 假 设 构件 受 力 产生 的 变形 量 远 小 于 构件 的 原始 尺寸 。 该 假 
设 称 为 小 变形 假设 。 小 变形 假设 可 以 简化 材料 力学 中 的 分 析 计 算 。 

例如 ， 在 图 1-1 中 ， 直 梁 在 力 下 的 作 
用 下 弯曲 变形 ， 引 起 梁 的 形状 、 尺 寸 与 外 
力 位 置 发 生变 化 。 但 由 于 变形 量 6 远 小 于 
梁 的 原始 长 度 1， 故 在 计算 梁 的 支 座 反 力 
和 内 力 时 ， 可 以 忽略 $ 的 影响 ， 依 然 采 用 
梁 变 形 前 的 原始 几何 尺寸 和 位 置 ， 从 而 使 
得 计算 过 程 大 大 简化 。 











第 三 节 材料 力学 的 研究 对 象 


在 工程 结构 或 机 械 中 ， 构 件 的 形状 各 不 相同 ， 其 中 最 常见 、 最 基本 的 承载 
构件 是 杆 件 。 

凡是 纵向 尺寸 远大 于 横向 尺寸 的 构件 均 称 为 杆 件 。 

横 截 面 和 轴线 是 杆 件 的 两 个 几何 要 素 ( 见 图 1-2)。 横 截面 是 指 杆 件 的 横向 
截面 。 轴 线 是 指 杆 件 横 截 面 形 心 的 连 线 ， 它 是 杆 件 的 纵向 几何 中 心 线 。 





图 1-2 


横 截 面 尺寸 相同 的 杆 称 为 等 截面 杆 ， 横 截面 尺寸 不 同 的 杆 称 为 变 截面 杆 。 
轴线 为 直线 的 杆 称 为 直 杆 ; а а 
材料 力学 的 主要 研究 对 象 是 等 截面 直 杆 。 


第 四 节 ” 杆 件 的 基本 变形 


杆 件 的 受 力 情况 不 同 ， 变 形 情况 也 就 不 同 。 杆 件 的 变形 可 分 为 下 列 四 种 基 
KÉR: 

1. 轴 向 拉 伸 与 压缩 

在 图 1-3 所 示 的 三 角 支 架 中 ， 杆 АС 所 受 的 变形 为 轴 向 拉 伸 ， 杆 BC 所 受 的 
变形 为 轴 向 压缩 。 

2. 872 | 

在 图 1-4 所 示 的 连接 件 中 ， 锦 钉 所 受 的 变形 为 剪 切 变形 。 

Fi 
A 





3. 扭转 
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4. 弯曲 
在 图 1-6 所 示 的 火车 轮轴 中 ， 轴 АВ 所 受 的 变形 为 弯曲 变形 。 





图 1-6 Н 


在 工程 实际 中 ， 有 一 些 杆 件 会 同时 发 生 两 种 或 两 种 以 上 的 基本 变形 ， 这 种 
情况 称 为 组 合 变形 。 

在 本 书 中 ,将 首先 讨论 杆 件 的 上 述 四 种 基本 变形 ， 以 及 三 种 常见 组 合 变形 
的 强度 问题 和 刚度 问题 ， 然 后 依次 研究 压 杆 稳定 性 问题 、 动 载荷 问题 、 能 量 法 、 
超 静 定 结构 与 力 法 ， 最 后 对 实验 应 力 分 析 中 的 电 测 法 作 简要 介绍 。 


复习 思考 题 


11 何谓 构件 的 强度 、 刚 度 和 稳定 性 ? 材料 力学 的 主要 任务 是 什么 ? 

12 强度 与 刚度 有 何 区 别 ? 

13 ”材料 力学 中 关于 变形 固体 有 何 基 本 假设 ? 

14 均匀 性 假设 与 各 向 同性 假设 有 何 区 别 ? 能 否 说 “材料 是 均匀 的 就 一 定 是 各 向 同性 
的 ”? 试 举例 说 明 。 

15 什么 是 小 变形 假设 ? 小 变形 假设 有 何 意义 ? 

1-6 哪 一 类 构件 称 为 杆 件 ? 

17 杆 件 有 哪 几 个 几何 要 素 ? 杆 件 的 轴线 与 横 截 面 之 间 有 何 关系 ? 

1-8 杆 件 有 哪 几 种 基本 变形 ? 


гі 


第 二 章 
轴 问 拉 伸 与 压缩 
引 


H- 


第 一 节 

轴 向 拉 伸 与 压缩 是 工程 中 一 种 常见 的 杆 件 的 基本 变形 。 例 如 ， 图 2-1a 所 示 
起 吊装 置 中 的 吊 杆 АВ 承受 轴 向 拉 伸 ; 图 2-2a 所 示 液 压 装 置 中 的 活塞 杆 承 受 轴 
向 压缩 ; 图 1-3 所 示 三 角 支 架 中 的 杆 AC、 杆 BC 分 别 承 受 轴 向 拉 伸 、 轴 向 压缩 。 


b) 


图 2-2 
杆 件 所 受 外 力 或 外 力 合力 的 作用 线 与 杆 





а) 


图 241 
轴 向 拉 伸 (压缩 ) 的 受 力 特点 是 ， 


的 轴线 重合 ， 如 图 2-1b、 图 2-2b 所 示 。 
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轴 向 拉 伸 (压缩 ) 的 变形 特点 是 ， 杆 件 
沿 着 轴线 方向 伸 长 〈 缩 短 ) ， 如 图 2-3 Жж. 

主要 承受 轴 向 拉 伸 〈 压 缩 ) 的 杆 件 称 为 
м (Ж) Ж. 











本 章 主要 研究 拉 〈 压 ) 杆 的 强度 问题 与 г ип 1 = 
刚度 问题 ， 同 时 还 将 介绍 材料 在 拉 伸 与 压缩 "женетен и" 
时 的 力学 性 能 、 应 力 集中 概念 ， 以 及 简单 拉 рр зарга 
伸 《 压 缩 ) 超 静 定 问题 的 求解 方法 等 相关 图 2-3 
问题 。 





第 二 节 ” 轴 力 与 轴 力 图 


一 、 内 力 与 截面 法 


内 力 是 指 由 外 力 引 起 的 构件 内 部 相连 部 分 之 间 的 相互 作用 力 。 

构件 的 强度 、 刚 度 和 稳定 性 ， 都 与 构件 的 内 力 密切 相关 。 内 力 分 析 是 解决 
强度 问题 、 刚 度 问题 和 稳定 性 问题 的 基础 。 

截面 法 是 材料 力学 中 分 析 构 件 内 
力 的 基本 方法 。 如 图 2- 4a ж. ЖИЕ 
在 外 力 系 F; 的 作用 下 平衡 ， 为 了 分 析 
m 一 m 横 截 面 上 的 内 力 ， 假 想 沿 该 截面 
将 杆 件 截 开 ， 研究 其 中 任 一 部 分 。 为 
了 维持 平衡 ， 在 被 截 开 的 截面 上 ， 一 
定 存在 着 相连 部 分 之 间 的 相互 作用 力 ， 
即 内 力 。 根 据 材 料 的 连续 性 假设 ， 截 
面 上 的 每 一 点 都 应 受到 内 力 的 作用 ， b) F; 
即 内 力 实际 上 是 作用 于 整个 截面 上 的 图 2-4 
连续 分 布 力 ( 见 图 2-4b)。 通 常 ， 内 力 
被 用 来 特 指 截面 上 的 分 布 内 力 的 合力 或 合力 偶 和 矩 或 向 截面 形 心 简化 所 得 到 的 主 
矢 和 主 和 矩 。 根 据 被 截 开 的 构件 任 一 部 分 的 平衡 条 件 ， 即 可 确定 内 力 的 大 小 和 
方向 。 

例如 ， 为 了 确定 图 2-5a 所 示 直 角 折 杆 在 外 力 Е ТЕШ ТЕ т—т 横 截面 上 的 内 
力 ， 首 先 ， 假 想 沿 该 截面 将 杆 截 开 ， 分 成 两 部 分 ， 并 取 其 中 下 半 部 分 为 研究 对 








第 二 章 ” 轴 向 拉 伸 与 压缩 7 


B: 然后 ， 对 所 取 部 分 进行 受 力 分 析 ， 根 据 平衡 原理 可 以 确定 ，m 一 m 横 截面 上 
的 内 力 为 一 个 过 截面 形 心 C、 与 下 反 向 的 轴 向 力 Fs 和 一 个 逆 时 针 转 向 的 力 偶 矩 
М OLE 2-5b); 最 后 ， 再 根据 平衡 方程 
| УЕ, = 0, -Р+Е = 0 
ХМс = 0, ЕМ = 0 
得 内 力 Fs 和 M 的 大 小 分 别 为 








由 上 述 过 程 可 知 ， 截 面 法 的 实质 是 设法 将 构件 的 内 力 暴露 出 来 ， 使 之 转化 
为 外 力 ， 从 而 能 够 运用 静 力学 的 平衡 理论 求解 。 其 具体 步骤 可 归纳 如 下 : 

(1) 沿 待 求 内 力 的 截面 ， 假 想 地 将 构件 蕉 开 ， 选 取 其 中 任 一 部 分 为 : 
研究 对 象 ; 1 

(2) 对 所 选取 的 部 分 进行 受 力 分 析 ， 根 据 平衡 原理 确定 在 暴露 出 来 ， 
的 截面 上 有 哪些 内 力 ; 

(3) 建立 平衡 方程 ， 求 出 未 知 内 力 。 г 


2Ф22Ф22Ф22Ф2:%ФС2%Ф22%Ф22%Ф22Ф22Ф22%Ф22Ф22%Ф22%Ф02%Ф22Ф22Ф22%Ф22%Ф22%202%Ф2222Ф22Ф22Ф22Ф022Ф22Ф2202%Ф022Ф22Ф2222%Ф022%0с% 
二 、 轴 力 与 轴 力 图 
—\ —) ісі 


TE, ДИ 2-6a 所 示 拉 杆 为 例 ， 用 截面 法 来 确定 拉 《〈 压 ) 杆 横 截面 上 的 
内 力 。 
假想 沿 横 截 面 m 一 m 将 杆 件 截 成 两 段 ， 取 左 段 或 右 段 为 研究 对 象 ( 见 


%29%:0ФорФооФосФосфооФоо%00% 


| 8 材料 力学 第 3 版 


图 2-6b 或 图 2-6c)， 并 对 其 进行 受 力 分 析 ， 根 据 二 力 平衡 原理 可 知 ， 拉 ( 压 ) 
杆 模 截面 上 内 力 的 作用 线 一 定 与 杆 的 轴线 重合 ， 故 称 为 轴 力 ， 并 记 作 Fy。 同时 
规定 ， 背 向 截面 使 杆 件 受 拉 伸 的 轴 力 为 正 〈 见 图 2-7a); 指向 截面 使 杆 件 受 压缩 
的 轴 力 为 负 〈 见 图 2-7b) 。 





图 2-6 图 2-7 


车 作用 于 杆 件 上 的 轴 向 外 力 多 于 两 个 ， 如 图 2- Ва 所 示 ， 则 杆 件 各 部 分 横 截 
面 上 的 轴 力 也 将 有 所 不 同 。 为 了 能 直观 地 表达 出 轴 力 随 横 截面 位 置 的 变化 情况 ， 
经 常 需要 作出 拉 〈 压 ) 杆 的 轴 力 图 ， 即 轴 力 随 横 截面 位 置 变 化 的 图 线 ， 现 举例 
说 明 如 下 : 

【 例 211 试 作出 图 2- ва 所 示 拉 
(Ж) 杆 的 轴 力 图 。 

解 : (1) 分 段 计 算 轴 力 

根据 外 力 的 作用 点 位 置 将 杆 分 为 AB 
和 BC 两 段 ， 用 截面 法 分 别 计算 两 段 
轴 力 。 

在 АВ 段 内 的 任 一 截面 处 假想 将 杆 截 
开 ， 取 其 左 段 为 研究 对 象 (IA 2- 8b)， 
由 平衡 条 件 易 知 ， 该 段 轴 力 

Fyi: = 4 kN 
为 拉力 ， 取 正 号 。 тех 

在 BC 段 内 的 任 一 截面 处 假想 将 杆 截 
开 ， 依 然 取 其 左 段 为 研究 对 象 〈 见 图 2- 8c) 。 

由 于 此 时 左 段 杆 上 作用 了 多 个 轴 向 外 力 ， 
难以 立刻 看 出 该 截面 上 的 轴 力 是 拉力 还 2 

是 压力 ， 因 此 可 以 先 假设 其 是 拉力 ， 如 ч) 

图 2-8c 所 示 ， 然 后 根据 平衡 方程 图 2-8 








9) 


ж-ж Шын ни! 9 ， 


УЈЕ, -0, —4КМ+6ЕМ+ Ен» = 0 
即 得 
Fw = =2 kN 

结果 是 负 值 ,说明 该 段 轴 力 实际 上 是 压力 。 

若 取 右 段 为 研究 对 象 ， 则 可 以 获得 完全 相同 的 结果 ， 请 读者 自己 分 析 。 

(2) 绘制 轴 力 图 

建立 Fy 一 x АЖ, ЕН, х 轴 平 行 于 杆 的 轴线 ， 以 表示 横 截 面 的 位 置 ;FN 轴 垂 直 于 
杆 的 轴线 ， 以 表示 轴 力 的 大 小 和 正 负 ， 并 规定 正 值 轴 力 (拉力) 绘制 在 x 轴 的 上 方 ， 负 值 轴 
H EH) 绘制 在 工 轴 的 下 方 。 根 据 上 述 计 算 结 果 ， 即 可 作出 该 拉 〈 压 ) 杆 的 轴 力 图 如 
图 2-8d 所 示 。 

需要 特别 指出 ， 在 画 轴 力图 时 ， 一 定 要 使 轴 力 图 的 位 置 与 拉 〈 压 ) 杆 的 位 置 相 对 应 。 

读者 熟练 之 后 ， 可 以 省 略 计算 过 程 ， 直 接 绘制 出 拉 〈 压 ) 杆 的 轴 力 图 。 


【 例 2-2】 立柱 受 力 如 图 2-9a т, BA F = 50kN， 不 计 立 柱 自重 ， 试 作出 其 轴 力 图 。 


х 





Ға 
FN2 
150 
FN/KN 
Ев 
а) b) с) 4) е) 
2-9 


解 : (1) 求 约束 力 
为 了 方便 计算 轴 力 ， 首 先 求 出 立柱 下 端的 约束 力 ， 如 图 2-9b 所 示 ， 由 平衡 方程 易 得 
Fr = ЗЕ = 150 ЕМ 
(2) 分 段 计 算 轴 力 
由 截面 法 〈 见 图 2-9c、d)， 得 上 下 两 段 立 柱 的 轴 力 分 别 为 
Fa = 一 F = 一 50 kN (ЕЙ) 
Еу = —Fr = 一 150 kN (压力 ) 
(3) 作 轴 力图 
根据 上 述 计 算 结 果 ， 作出 其 轴 力 图 如 图 2-9e 所 示 。 


10 ， 材 料 力 学 第 3 版 


【 例 2-3] 试 作 如 图 2-10a жы (НО 杆 的 轴 力 图 。 





b) 


图 2-10 


м. 省 略 计算 过 程 ， 直 接 作出 其 轴 力 图 如 图 2-10b 所 示 。 








第 三 节 фу JE) 杆 的 应 力 


一 、 应 力 的 概念 


用 截面 法 所 求 出 的 内 力 实际 上 是 截面 上 的 分 布 内 力 的 合成 或 简化 结果 。 为 
了 能 够 真实 反映 截面 上 的 分 布 内 力 在 每 一 点 处 的 强 弱 程 度 ， 需 要 引 人 应 力 的 
应 力 是 指 截面 上 分 布 内 力 的 集 度 。 如 图 2-11a 所 示 ， 在 某 受 力 构件 的 mm 
截面 上 ， 围 绕 太 点 取 一 微小 面积 AA， 设 作用 于 ЛА 上 的 内 力 为 AF， 则 
_ АЕ 
Pa = ху 
代表 了 ЛА 上 的 分 布 内 力 的 平均 集 度 ， 称 为 平均 应 力 ; 当 ЛА 趋 于 零 时 ,平均 应 
H p, 的 极限 
b ДАР 
Аат 
则 代表 了 分 布 内 力 在 点 的 集 度 ， 称 为 点 的 应 力 。 
通常 ， 将 应 力 р 分 解 为 沿 截面 法 向 和 切 向 的 两 个 分 量 ( 见 图 2-11b)， 其 中 
法 向 应 力 分 量 称 为 正 应 力 ， 记 作 с; 切 向 应 力 分 量 称 为 切 应 力 ， 记 作 с. 
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a) b) 


图 2-11 


在 国际 单位 制 中 ， 应 力 的 单位 为 Pa ( 帕 )，1 Pa = 1N/m: 。 由 于 Pa 这 个 单 
位 太 小 ， 故 常用 MPa ( 兆 帕 )，1 MPa = 10° Pa; 有 时 还 采用 GPa (#18), 
1 СРа- 10° Ра, 


=. Ж) 杆 横 截 面 上 的 应 力 


现在 来 研究 拉 〈 压 ) 杆 横 截 面 上 的 应 力 。 

нем E) 杆 的 变 
形 。 如 图 2-12 所 示 ， 变 形 前 ， 
在 杆 的 侧面 画 两 条 垂直 于 杆 轴 
线 的 横向 线 ab 和 cd 。 拉 伸 变 
形 后 ， 发 现 ab 和 cd 仍然 保持 
为 垂直 于 杆 轴线 的 直线 ， 但 其 te 
间距 增 大 ， 分 别 平移 至 ab’ A с 
салм. : 6214 

据 此 ， 可 以 假设 ,， м E) FEEN, МЕШЕЛЕНТИ ІНЕН, 
沿 着 杆 轴 线 方 向 作 相对 平移 。 该 假设 称 为 拉 〈( 压 ) 杆 的 平面 假设 。 

设想 杆 件 是 由 无 数 根 纵向 “纤维 ”又 合 而 成 ， 由 平面 假设 易 知 ， 拉 (Ж) 
杆 任 意 两 个 横 截面 间 的 所 有 纵向 “纤维 ” 均 受 到 完全 相同 的 拉 伸 (压缩 ) 变形 。 
再 根据 材料 的 均匀 性 假设 ， 变 形 相 同 ， 受 力也 相同 ， 即 可 推断 : 37 (ОЖ 
截面 上 存在 着 均匀 分 布 的 正 应 力 ， 于 是 得 到 拉 ( 压 ) 杆 横 截 面 上 正 应 力 的 计算 


公式 





Еһ 

А 

AF, Fy 为 横 截 面 上 的 轴 力 ， 由 截面 法 确定 ; A 为 横 截 面 的 面积 。 
ESH o 的 正 负 号 规定 与 轴 力 Fs 保持 一 致 ， 即 拉 应 力 为 正 ， 压 应 力 为 负 。 
应 该 指出 ， 受 作用 于 杆 端的 轴 向 外 力作 用 方式 的 影响 ， 在 杆 端 附 近 的 截面 


(2-1) 


с = 


(12) 材料 力学 第 3 版 


上 ， 应 力 实际 上 并 非 是 平均 分 布 的 。 但 圣 维 南 原理 指出 ， 作 用 于 杆 端的 外 力 的 
分 布 方式 ， 只 会 影响 杆 端 局 部 区 域 的 应 力 分 布 ， 影 响 区 至 杆 端的 距离 大 致 等 于 
杆 的 横向 尺寸 。 该 原理 已 被 大 量 实验 所 证 实 。 例 如 ， 两 端 承受 集中 力作 用 的 拉 
杆 的 横向 尺寸 为 h( 见 图 2-13a)， 在 距 杆 端 分 别 为 h/4、h/2 的 横 截 面 1 一 1、 
2 一 2 上 ， 应 力 是 非 均匀 分 布 的 〈 见 图 2-13b, с), 但 在 距 杆 端 为 h 的 横 截 面 3 一 3 
上 ， 应 力 分 布 已 趋向 均匀 ( 见 图 2-13d)。 因 此 ， 工 程 中 都 用 式 (2-1) 来 计算 拉 
(ОЖ) 杆 横 截面 上 的 应 力 。 





ж 25 К 
Е Е 
е Е Не» 
150.1985 2 0.6687 3 0.9735 
b) с) 4) 
图 2-13 


【 例 2-4】 圆 截 面 阶梯 杆 如 图 2-14a 所 
ж, 已 知 轴 向 载荷 Fi =20kN, Р; = 50 КМ, 
AB 段 的 直径 di = 20 mm, BC 段 的 直径 
ds = 30 mm。 试 计算 该 阶梯 杆 横 截面 上 的 最 
大 正 应 力 。 

解 : (1) 作 轴 力图 

首先 ， 作 出 该 杆 的 轴 力 图 如 图 2-14b 
所 示 。 

(2) 计算 正 应 力 

注意 到 ， 尽 管 AB 段 的 轴 力 较 小 ， 但 其 横 
截面 也 较 小 ; 而 BC 段 虽 然 轴 力 较 大 ， 但 其 横 
截面 也 较 大 ， 因 此 ， 需 要 计算 后 才能 确定 哪 b) 
一 段 杆 的 横 截 面 上 的 正 应 力 最 大 。 图 2-14 

根据 式 (2-1), АВ 段 杆 横 截 面 上 的 正 应 力 为 


Fm _ _4X20X1® N _ ғын 
йй xX20X10°m 63. 7Х 10% Ра = 63.7 MPa 〈 拉 应 力 ) 


4 





құм 


30 
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BC 段 杆 横 截 面 上 的 正 应 力 为 

Ез _ 4х(—30х10%) № — 
таў тХ307Х107% т? 

4 

所 以 ， 该 阶梯 杆 横 截 面 上 的 最 大 正 应 力 为 


Omax = о = 63. 7 MPa ( 拉 应 力 ) 





一 42. 4X105 Pa = 一 42.4 MPa (ÆM J) 


о 





【 例 2-51 三 角 支 架 如 图 2-15a Жж. 已 知 AB 为 直径 4d = 15 mm WHAREI, АС 为 边 
Ка = 20 mm 的 正方 形 截面 杆 ， 载 荷 丰 = 10 kN， 试 计算 两 杆 横 截面 上 的 应 力 。 





м. (1) 计算 两 杆 轴 力 
利用 截面 法 ， 截 取 节 点 A 为 研究 对 象 并 作 受 力图 СЛ 2-15), 假设 两 杆 均 受 拉力 ,由 
平衡 方程 
У)Е, =0, 一 Fuecos30" 一 Fw =0 ` 


ХЕ, =0, Fusin30°—F =0 


解 得 
FN = 20 kN (拉力 ) 
Fx = 一 17.3 kN (ÆJ) 
(2) 计算 两 杆 应 力 
REA (2-1)， 得 杆 AB 横 截面 上 的 应 力 
Е. 4X20X10 N 
o = =: =х152хІ0 m 一 113. 2X10 Ра = 113.2 MPa (HJI) 
4 
杆 AC 横 截 面 上 的 应 力 
жемі 3 
o = EL = —17-3Х10° М 一 43.3X10 Pa = 一 43.3 МРа (ЕШ) 


a? 30 X10 m 
=. (Ж) 杆 斜 截面 上 的 应 力 


为 了 更 加 全 面 地 了 解 拉 〈 压 ) 杆 内 的 应 力 状态 ， 现 在 进一步 研究 其 斜 截面 
上 的 应 力 。 
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以 图 2-16a 所 示 拉 杆 为 
例 ， 采 用 截面 法 ， 沿 任 一 斜 
截面 m 一 m 将 其 截 开 。 该 斜 
截面 的 方位 可 用 其 外 法 线 n 
与 x 轴 之 间 的 夹 角 来 表示 
( 见 图 2-16b)， 并 规定 ,以 x 
轴 为 始 边 ， 道 时 针 转 向 的 a 
角 为 正 ， 反 之 为 负 。 

由 确定 横 截 面 上 应 力 类 
似 的 方法 可 知 ， 拉 ( 压 ) Ж 
斜 截 面 上 的 应 力 р, 也 是 平均 
分 布 的 ， 如 图 2-16c 所 示 ， 于 
是 有 


Есова _ 


Fe 
„= А, A = gcosa 


Ж, Е, 为 a 斜 截面 上 的 内 
力 ; А, = А/соѕа, X a FER 
面 的 面积 А 为 横 截 面 的 面 
积 ; o 为 横 截 面 上 的 正 应 力 。 





再 将 р, 沿 斜 截面 的 法 向 和 
切 向 进行 分 解 ( 见 图 2-16d)， 
即 得 a ЕНЕ ЕШПЕЛї о, k 
和 切 应 力 т, 分 别 为 图 2-16 
б, 一 ocoña = 14-1 Focos2a (2-2) 
т, = ocosasing = sin2a (2-3) 


2 
对 切 应 力 的 正 负 号 作 如 下 规定 ， 围绕 所 取 分 离 体 顺 时 针 转 向 的 切 应 力 为 正 ， 
反之 为 负 。 按 此 规定 ， 图 2-16d 中 的 切 应 力 т, 为 正 。 
由 式 (2-2) 和 式 (2-3) 可 得 下 列 结论 ， 


#соФооФооФооФооФооФооФооФоосФооФооФооФооФооФооФооФооФооФооФооФооФооФооФосФооФооФооФооФосФосФооФОоФООФОО 
о 


: (1) Ë E) 杆 在 横 截面 上 (а 一 0")， 正 应 力 最 大 ，amux = 03 
(2) & (Ж) 杆 在 45" 针 截面 上 ， 切 应 力 最 大 ，ruw 99 
(3) ё (Ж) 杆 在 平行 于 轴线 的 纵 截 面 上 没有 任何 应 力 。 


осФооФОСФОСФОСОФОСФОСФосФ 
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(4) тоо = т, РЕЛЕФА НЕФ й 
的 截面 上 ， 切 应 力 大 小 相等 、 转 向 相反 ， 如 Ж 
2-7 所 示 (截面 上 的 正 应 力 在 图 中 没有 画 
出 )。 切 应 力 之 间 的 这 种 关系 称 为 切 应 力 互 等 定 © 
理 。 应 该 指出 ， 尽 管 切 应 力 互 等 定理 是 在 拉 
(Ж) 杆 的 特定 场合 得 到 的 ， 但 其 具有 普遍 意义 。 Шш 217 
在 其 他 场合 ， 也 都 可 以 证 明 它 的 存在 。 
【 例 2-51 压 杆 如 图 2-18a 所 示 ， 已 知 轴 向 载荷 下 = 25 kN， 横 截面 面积 4 = 200 тапа”, 
ЖЖт-т 斜 截面 上 的 正 应 力 与 切 应 力 。 


[2 ооф оофоо Ф оофоофоофосфоофосфосФооФ 


E 
: 
+ 
: 
+ 
+ 
: 
М 
. 
ЫШ 
“ 
54 





а) b) 


图 2-18 


解 ; 横 截面 上 的 正 应 力 


= Ен... IN o ~ Жж 
o= = 15X10" Ра = —125 MPa 


注意 到 ，m 一 m 斜 截面 的 方位 角 a = 50”( 见 图 2-18b)， 由 式 (2-2) 和 式 (2-3) 可 得 该 
斜 截面 上 的 正 应 ee 
бо = gcoszu = — 125 MPaX cos’50°= 一 51.6 MPa 


ты = 全 sin2a = 125 МРа;, sin100° = 二 61.6 MPa 


其 方向 如 图 2-18b 所 示 。 


第 四 节 Ы ОЖ) 杆 的 变形 


一 、 拉 《〈 压 ) 杆 的 轴 向 变形 与 胡 克 定律 


如 图 2-19 所 示 ， 设 杆 件 的 原 长 为 ?， 在 轴 向 外 力 下 的 作用 下 受 轴 向 拉 伸 
(Ж), KEZA L, ЕХ 
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М = 1—1 


ії Ж) 杆 的 轴 向 变形 。 











2-19 


轴 向 变形 А 是 拉 ОЖ) 杆 总 的 轴 向 变形 量 ， 与 其 原始 长 度 1 有关， 故 无 法 
用 来 表征 杆 件 的 变形 程度 。 为 此 ， 引 入 线 应 变 的 定义 


= А 
І 


显然 ， 线 应 变 s 反 映 了 拉 “《 压 ) 杆 的 变形 程度 ， 具 有 可 比 性 。 当 杆 件 伸 长 时 ， 线 
ЛІЯ є 为 正 值 ， 当 杆 件 缩短 时 ， 线 应 变 e 为 负 值 。 反 之 亦 真 。 

试验 表明 ， 对 于 工程 中 的 多 数 材 料 ， 当 杆 内 应 力 不 大 于 材料 的 比例 极限 m 
( 详 见 下 节 ) 时 , AE (Ж) 杆 的 轴 向 线 应 变 є 与 其 横 截 面 上 的 正 应 力 e REHE, 
即 有 


Е (2-4) 


(2-5) 


е = 


式 中 ， 巨 为 材料 常数 ， 称 为 弹性 模 量 。 弹 性 模 量 与 应 力 上 具有 同样 的 量 纲 ， 因 
其 数值 较 大 ， 一 般 采 用 GPa 为 单位 。 弹 性 模 量 巨 由 试验 测定 。 常 用 材料 的 
巨 值 可 参见 附录 A 中 的 表 A-1。 对 于 钢材 ， 其 弹性 模 量 下 约 为 200 GPa. 

Ж (2-5) 又 称 为 胡 克 定律 。 胡 克 定 律 建立 了 材料 受 力 与 变形 之 间 的 关系 ， 
在 固体 力学 中 具有 十 分 重要 的 地 位 。 

Жақ (2-4) 和 式 (2-1) КАЖ (2-5)， 整 理 可 得 等 截面 常 轴 力 拉 ( 压 ) +F 
的 轴 向 变形 A 的 计算 公式 


“Да 


А к=з (2-6) 


注意 到 ， 式 (2-6) 中 的 乘积 EA 愈 大 ， 杆 件 的 轴 向 变形 就 您 小 ， 故 称 EA 
为 杆 件 的 抗 拉 〈 压 ) 刚度 。 轴 向 变形 Ai 与 轴 力 Fs 具有 相同 的 正 负 号 ， 即 伸 长 
为 正 ， 缩 短 为 负 。 

若 拉 〈 压 ) 杆 的 轴 力 、 横 截面 面积 或 弹性 模 量 沿 杆 的 轴线 为 分 段 常数 ， 则 
可 分 段 应 用 式 (2-6)， 然 后 个 加， 得 此 时 拉 ( 压 ) 杆 总 的 轴 向 变形 为 
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A= Da Ж (ғы) (2-7) 


ї= 1 
жн ОЕ) 杆 的 轴 力 与 横 截 面 面 积 沿 杆 的 轴线 均 为 -一 
连续 函数 ， 则 可 根据 微 积分 中 的 元 素 法 ， 化 变 为 常 ， 先 
在 微 段 dz 上 应 用 式 (2-6) ( 见 图 2-20)， 然 后 积分 ， 得 
ЖЕЗ ОЖ) 杆 总 的 轴 向 变形 为 
м = |ам = | жа а (2-8) ү 
[B 2-7] 钢 制 阶梯 杆 如 图 2-21a 所 示 ， 
已 知 轴 向 载荷 Fi = 20 ЕМ, F: =50kN, АВ p 
段 横 截 面 面 积 A: = 300 mm, BCRA CD В 














ЖЖІНІНЖІ А; = А; = 600 m’, = ВЈ 
КЛ =k =h} = 100 mm， 材 料 的 弹性 模 和 h 
Е E = 200 GPa， 试 求 该 阶梯 杆 的 轴 向 变形 。 а) 

8. (1) 作 轴 力图 

首先 ， 作 出 轴 力 图 如 图 2-21b 所 示 。 кан, 

(2) 计算 轴 向 变形 20 


杆 的 轴 力 、 横 截面 面积 为 分 段 常数 ， 综 合 
考虑 应 分 三 段 计 算 ， 根 据 式 〈2-7)， 该 阶梯 杆 
总 的 轴 向 变形 为 











М = 2,46 = 5С 
еі (ЕА), 图 2-21 
其 中 ， 各 段 杆 的 轴 向 变形 分 别 为 
_ Fuh _ _(20X10 NX(00X10 sm) _ o 
Аһ = EA 一 [00Xi0 Ра) X (300Х10- ш) 0:033Х107 m 
_ Ей. (20Х10% N)X (100X10? m) _ з 
АВ = EA: (200Х10% Ра) х (600 Х107% ША» ш. 
ы Еа == (—30х 10° №) X (100X10? m) сз —3 
Аһ = а, 7 (200X10 Ра) (60010-9 пй) 0: 025X10 m 


所 以 ， 该 阶梯 杆 总 的 轴 向 变形 为 
М- хы, = 0. 033 mm 十 0.017 mm 一 0. 025 mm = 0. 025 тт (〈 伸 长 ) 


【 例 2-8〗 WRA 2-22a 所 示 等 直 杆 因 自重 引起 的 伸 长 。 已 知 杆 的 原 长 为 /， 横 截面 面积 
为 A， 材料 的 弹性 模 量 为 EE， 质 量 密度 为 po 
м. 杆 的 重力 可 视 为 沿 杆 轴 均 匀 分 布 ， 其 分 布 集 度 
4-ргА 
由 截面 法 ， 易 得 х 横 截 面 上 的 轴 力 〈 见 图 2-22b) 
Fy = ах = гр Ах 
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FN 


a) b) 


图 2-22 


Ех 沿 杆 轴 为 连续 函数 ， 根 据 式 (2-8) 求 得 杆 因 自重 引起 的 伸 长 


_ | Enta) =Í окАх ові? 
м | БА С Еа қ 


2Е 
请 读者 自行 作出 此 时 杆 的 轴 力 图 。 





【 例 2-9】 三 角 支 架 如 图 2-23a 所 示 ， 已 知 杆 1 用 钢 制 成 ， 弹 性 模 量 Е, = 200 GPa, KE 
L 三 1m， 横 截面 面积 A, = 100mm:， 杆 2 用 硬 铝 制 成 ， 弹 性 模 量 Е, = 70 СРа, KEL = 
0.707 m， 横 截面 面积 А, = 250 mm?* 。 若 载荷 下 = 10 KEN， 试 求 节 点 B 的 位 移 。 





45° В 
Ру 
Е 
а) b) с) 
2-23 


т: (1) 计算 杆 的 轴 力 
用 截面 法 ， 截 取 节 点 В 为 研究 对 象 OLA 2-23b)， 作 出 受 力图 ， 由 平衡 方程 得 两 杆 轴 力 
Fw = 二 V2F 一 V2X10X10 М = 14.14 kN (Gh) 
Еур = Е = 10 kN (压缩 ) 
(2) 计算 杆 的 轴 向 变形 
由 胡 克 定律 得 两 杆 轴 向 变形 
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кез ИН аллах хі  _ 区 P 
Ай = EA ох РОХСМООЛОСОСҒЫНҢННҢЫ. WOXI т Он) 
б (10Х10% №) X (0. 707 m) еі 要 
түс = 0. 404X р 
|A} | p (70X10° Ра) Х(250Х107% m”) ырға БН 





(3) 计算 节点 В 的 位 移 

为 了 求 节点 В 的 位 移 ， 可 设想 将 两 杆 在 В 点 处 拆 开 ， 并 在 原 位 置 上 分 别 伸 长 BBi = Al 
和 缩短 BB; = |Ak | ， 如 图 2-23a 所 示 。 由 于 变形 后 两 杆 在 В 点 处 仍 应 铵 接 在 一 起 ， 故 分 别 
以 A、C 为 圆心 ， 以 ABi 、CBz 为 半径 作 圆 弧 ， 其 交点 B' 即 为 变形 后 节点 В 的 新 位 置 。 

在 小 变形 的 情况 下 ， 弧 线 包 B SEBE 可 分 别 用 其 切线 于 代 。 ТЕ. B. В, 分 别 作 
АВ,, СВ, WER, AZA В, 即 可 替代 B' ， 作 为 变形 后 节点 В 的 新 位 置 。 

由 图 2-23c 易 得 ， 节 点 B 的 水 平 、 铅 垂 位 移 分 别 为 

Au = ВВ: = | 44; | = 0. 404 тап(<-) 


Al, [д2 | 
ѕіп45° tan45” 








Ару = ВВ, +В, В; = = 1. 404 тт( Үү) 


在 小 变形 的 条 件 下 ， 在 确定 支 座 反 力 和 内 力 时 ， 一 般 可 忽略 杆 件 变 
形 、 按 照 结构 的 原始 尺寸 和 位 置 来 进行 计算 ; 在 确定 位 移 时 ， 则 可 采用 
上 述 “ 以 切线 代 弧 线 ”“ 以 直 代 曲 ” 的 方法 。 这 样 ， 可 使 问题 的 分 析 计 算 
大 大 简化 且 不 会 产生 明显 误差 。 


ооФооФооФооФооФооФооФооФосФосФооФоо®ФооФооФооФосФооФооФооФосФооФооФооФооФосФосФооФооФооФооФосФооФооФооФооФ®ооФоо 


«ФооФооФооФсоФооФооФооФ 


+ооФооФооФооФооФооФооФо 


Z, її (Ж) 杆 的 横向 变形 与 泊 松 比 

ім ОЖ) 杆 在 发 生 轴 向 变形 的 同 
时 ， 还 伴随 着 横向 变形 ( 见 图 2-19)。 F 
设 杆 件 变形 前 、 后 的 横向 尺寸 分 别 为 





b. bis WE 2-24 所 示 ， 则 拉 (Ж) Ж 图 2-24 
的 横向 线 应 变 为 

,_ Ab_ bb 

И МАМЕ 


试验 表明 ， 当 杆 内 应 力 不 大 于 材料 的 比例 极限 о, ( 详 见 下 节 ) 时 ， 横 向 线 
应 变 。 与 轴 向 线 应 变 e 之 比 的 绝对 值 
(2-9) 
是 一 个 材料 常数 ， 称 为 横向 变形 因数 或 泊 松 比 。 泊 松 比 v 的 量 纲 为 一 。 常 用 材料 
的 v 值 参见 附录 A 中 的 表 А-1. 


由 于 杆 件 轴 向 伸 长 则 横向 变 短 ， 反 之 ， 轴 向 缩短 则 横向 变 长 〈 见 图 2-19), 
即 横向 线 应 变 е 与 轴 向 线 应 变 e 的 正 负 号 始终 相反 ， 因 此， 上 式 可 改写 为 
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є 一 —ує (2-10) 
ж (2-10) Æ% TA E) 杆 的 横向 线 应 变 є 与 轴 向 线 应 变 e 之 间 的 关系 。 
【 例 2-10】 钢 制 螺栓 如 图 2-25 所 示 ， 已 知 螺栓 内 径 d = 
10.1 mm， 拧 紧 后 测 得 螺栓 在 长 度 /1 = 60 mm 内 的 伸 长 Al = 
0.03 mm， 钢 材 的 弹性 模 量 Е = 200 GPa， 泊 松 比 y = 0.3。 试 
求 螺栓 的 预 紧 力 与 螺栓 的 横向 变形 。 
解 : 拧紧 后 螺栓 的 轴 向 线 应 变 


根据 胡 克 定律 ， 螺 栓 横 截面 上 的 正 应 力 
с = Ee = (200Х10% Ра)х(5Х107%0- 100Х10% Pa = 100 MPa 
所 以 ， 螺 栓 的 预 紧 力 
F = сА = (100Х10% Ра) X (Ж *1°. 12 Х107% т) = 8012 N 
根据 式 〈2-10) ， 螺 栓 的 横向 应 变 
є = —ы = —0.3х5Х10-* = —1.5х10- 








所 以 ， 螺 栓 的 横向 变形 
Ad =єа = —1.5Х107*Х10.1тт = 一 1.515X10-3 mm (缩短 ) 


第 五 节 材料 在 拉 伸 时 的 力学 性 能 


影响 构件 的 强度 、 刚 度 与 稳定 性 的 主要 因素 ， 除 了 构件 的 形状 、 尺 寸 与 所 
受 外 力 之 外 ， 还 有 材料 的 力学 性 能 。 材 料 的 力学 性 能 又 称 机 械 性 能 ， 是 指 材料 
在 外 力作 用 下 所 表现 出 的 变形 、 破 坏 等 方面 的 特性 。 材 料 的 力学 性 能 需要 通过 
试验 测定 。 本 节 主 要 介绍 材料 在 常温 、 静 载 (缓慢 平稳 加 载 ) 下 拉 伸 时 的 力学 
性 能 。 


一 、 拉 伸 试 验 与 c-s 曲线 


为 了 保证 试验 结果 的 可 比 性 ， 国 家 标准 9 对 拉 伸 试验 中 的 试验 设备 、 试 验 环 
境 、 加 载 方式 和 试验 方法 等 都 有 统一 要 求 。 对 于 拉 伸 试验 中 所 采用 的 试 样 ， 也 
有 专门 的 国家 标准 令 作 出 了 明确 规定 。 

标准 拉 伸 试 样 如 图 2-26 所 示 ， 试 样 中 间 的 CB 段 作 为 试验 段 ， 其 原始 长 度 / 


Ө 《金属 拉 伸 试验 方法 》GB 228—1987. 
© 〈 人 金属 拉 伸 试验 试 样 》 СВ 6397-1986, 


称 为 标 距 。 对 于 试验 段 直径 为 d 
的 圆 截 面试 样 ( 见 图 2-26a) ， 规 
定 标 距 
l=10d 或 1-5а 
对 于 试验 段 横 截 面 面 积 为 А 的 
矩形 截面 试 样 ( 见 图 2-26b) ， 规 
定 标 距 
і-лҢі11.3УА 或 1-5.65УА 
试验 时 ， 装 在 试验 机 上 的 试 
样 受到 缓慢 平稳 增加 的 轴 向 拉力 
下 的 作用 ， 长度 逐 渐 伸 长 ， 直 至 
拉 断 。 通 过 拉 伸 试验 得 到 的 轴 向 
拉力 下 与 试验 段 轴 向 变形 AL 之 
间 的 关系 曲线 称 为 拉 伸 图 或 下 -Al 
曲线 ， 如 图 2-27 所 示 。 
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图 2-26 


由 于 FA 曲线 还 与 试 样 尺 十 有关， 不 能 表征 材料 固有 的 力学 性 能 。 因 此 ， 
将 拉 伸 图 中 的 纵 坐 标 F 除 以 试验 段 横 截 面 的 原始 面积 人 ， 再 将 其 横 坐 标 A 除 以 
标 距 2， 得 到 试验 段 横 截 面 上 的 正 应 力 与 试验 段 轴 向 线 应 变 s 之 间 的 关系 曲线 
( 见 图 2-28) ， 该 曲线 图 称 为 应 力 -应 变 图 或 ec-s 曲线 。o-e 曲线 是 确定 材料 力学 性 


能 的 主要 依据 。 


ЕЕ 





图 2-27 


二 、 低 碳 钢 拉 伸 时 的 力学 性 能 


М 


e 


图 2-28 


低 碳 钢 是 指 含 碳 量 不 大 于 0. 25% 的 碳 素 钢 。 这 类 材料 在 工程 中 应 用 广泛 ， 
其 拉 伸 o- 曲线 如 图 2-29 所 示 ， 具 有 典型 意义 。 现 以 该 曲线 图 为 基础 ， 并 结合 
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在 试验 过 程 中 观察 到 的 现象 ， 介 绍 低 碳 钢 拉 伸 时 的 力学 性 能 。 











图 2-29 

1. 线 弹 性 阶段 

c- 曲线 的 初始 段 Oa WER, 说明 在 此 阶段 应 力 o 和 应 变 e 成 正比 ， 即 有 
o = Ee 


这 正 是 前 面 所 介绍 过 的 胡 克 定律 。 显 然 ， 弹 性 模 量 已 就 等 于 直线 段 Oa 的 斜率 。 
直线 段 最 高 点 a 对 应 的 应 力 是 一 材料 常数 ， 称 为 比例 极限 ， 记 作 m% 。 由 此 可 见 ， 
胡 克 定律 的 适用 范围 为 << о. 

试验 表明 ， 在 这 一 阶段 ， 钾 载 后 变形 将 会 完全 消失 ， 这 种 变形 称 为 弹性 变 
形 。 因 此 ， 这 一 阶段 称 为 线 弹 性 阶段 。 

接着 是 аЬ 段 ， 这 是 一 段 很 短 的 微 弯 曲线 ， 意 味 着 此 时 应 力 о 和 应 变 e 不 再 
满足 线性 关系 ， 但 试验 发 现 ， 这 一 阶段 发 生 的 变形 依然 是 弹性 的 ， 其 最 高 点 上 对 
应 的 应 力 称 为 弹性 极限 ， 记 作 ce 。 由 于 弹性 极限 о. 与 比例 极限 o 相差 很 小 ， 故 
工程 中 对 两 者 一 般 不 作 严 格 区 分 。 

当 应 力 超 过 弹性 极限 后 再 秃 载 ， 所 产生 的 变形 中 有 一 部 分 将 随 之 消失 ， 这 
就 是 上 述 的 弹性 变形 ， 但 其 中 还 是 有 一 部 分 变形 不 会 消失 ， 将 永久 的 残留 下 来 ， 
这 种 印 载 后 不 会 消失 的 变形 称 为 塑性 变形 或 残余 变形 。 

2. 屈服 阶段 

超过 0 点 后 ，c-e 曲线 图 上 出 现 的 是 一 段 接近 于 水 平 线 的 小 锯齿 形 线段 ， 说 
明 在 该 阶段 ， 应 力 基 本 维持 不 变 ， 而 应 变 却 在 显著 增加 ， 好 像 材料 暂时 丧失 了 
变形 抗力 ， 这 种 现象 称 为 屈服 。 这 一 阶段 也 因此 称 为 屈服 阶段 。 

试验 表明 ， 屈 服 阶段 中 排除 初始 瞬时 效应 2 后 的 最 低 点 〈 称 为 下 屈服 点 ) 所 
对 应 的 应 力 值 比较 稳定 ， 能 够 反映 材料 特性 ， 故 称 之 为 屈服 极限 ， 并 记 作 о... 














Ө 《金属 拉 伸 试验 方法 》GB 228-1987, 
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由 于 届 服 阶段 会 产生 明显 的 塑性 变形 ， 这 将 影响 构件 的 正常 工作 ， 因 此 ， 届 服 
шлш оо оша к 

若 将 试 件 表面 抛光 ， 此 时 可 见 到 
一 些 与 轴线 大 约 成 45" 夹 角 的 条 纹 
(ILEI 2-30)， 这 是 由 于 材料 在 届 服 时 
其 内 部 晶 格 沿 最 大 切 应 力 面 发 生 相 对 图 2-30 
滑 移 而 产生 的 ， 故 称 为 滑 移 线 。 

3. 强化 阶段 

过 了 屈服 阶段 ，c-s 曲线 又 开始 向 上 攀升 ， 直 至 最 高 点 e。 这 表明 ， 在 屈服 
阶段 之 后 ， 材 料 又 恢复 了 变形 抗力 ， 要 使 其 继续 变形 必须 增加 载荷 ， 这 种 现象 
称 为 强化 。 这 一 阶段 因此 称 为 强化 阶段 。 强 化 阶段 的 最 高 点 e 所 对 应 的 应 力 是 材 
料 拉 断 前 所 能 承受 的 最 大 应 力 ， 称 为 强度 极限 或 抗 拉 强度 ， 记 作 оь. 

强化 阶段 发 生 的 变形 是 弹 塑 性 变形 ， 其 中 弹性 变形 占 较 小 部 分 ， 大 部 分 是 
塑性 变形 。 

4. 缩 颈 阶段 

在 前 面 三 个 阶段 ， 试 样 的 变形 是 均匀 的 。 当 过 了 最 高 点 e 之 后 ， 试 样 的 变形 
突然 集中 至 某 一 局 部 ， 使 该 处 的 横 
向 尺寸 急剧 变 小 ， 出 现 图 2-31 所 示 
的 缩 颈 现象 ， 从 而 导致 试 样 的 变形 
抗力 急剧 下 降 ， 对 应 的 o- 曲线 呈现 
快速 下 降 趋 势 ， 直 至 在 缩 颈 处 断裂 。 | 图 2-31 
这 一 阶段 也 因此 被 称 为 缩 颈 阶段 。 

5. 外 载 规律 与 冷 作 硬化 现象 

将 试 样 拉 至 超过 线 弹 性 阶段 后 的 某 点 ,例如 强化 阶段 的 4 点 ( 见 图 2-29), 
然后 缓慢 平稳 卸载 ， 则 钾 载 过 程 中 的 应 力 -应 变 关系 图 线 为 图 2-29 中 的 直线 段 
dcd' ， 该 直线 段 近似 平行 于 初始 加 载 直 线段 O04a。 这 表明 ， 印 载 时 应 力 与 应 变 之 
闻 始 终 保 持 着 线性 关系 。 显 然 ， 图 中 的 d'g КЕТА НАКА ЛИ, Оа 
则 代表 了 钊 载 后 残留 下 来 的 塑性 变形 。 

ШАН ЕЛІҢ, ХАЛ. ИРАННАН wa ЧЕ, HPE 
Ж а 后 ， 再 沿 原 加 载 曲线 def 变化 。 这 意味 着 ， 对 材料 预 加 塑性 变形 后 ， 可 以 提 
高 其 比例 极限 或 弹性 极限 ， 降 低 塑 性 变形 。 这 种 现象 称 为 冷 作 硬化 。 在 工程 中 ， 常 
利用 冷 作 硬 化 现象 来 提高 某 些 构件 〈 例 如 弹簧 、 链 条 等 ) 在 弹性 范围 内 的 承载 能 力 。 

6. 塑性 指标 

材料 产生 塑性 变形 的 能 力 各 不 相同 。 通 过 拉 伸 试验 ， 可 以 引入 下 列 两 个 指 
标 来 度量 材料 的 塑性 性 能 : 
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(1) 伸 长 率 
试 样 在 被 拉 断 后 ， 由 于 塑性 变形 ， 其 试验 段 的 长 度 由 原来 的 / 增 大 为 上 Ж 
义 以 百分数 表示 的 比值 


в = 1x100% (2-11) 


为 材料 的 伸 长 率 。 伸 长 率 又 称 延 伸 率 。 显 然 ， 材 料 的 伸 长 率 愈 大 ， 所 能 产生 的 
塑性 变形 量 也 就 愈 大 。 
工程 中 ,通常 按照 伸 长 率 的 大 小 将 材料 分 为 两 类 ， 伸 长 率 6 > 5% 的 材料 称 
为 塑性 材料 ; 伸 长 率 6 过 5%% 的 材料 则 称 为 脆性 材料 。 低 碳 钢 的 伸 长 率 一 般 可 达 
20 闻 一 30%， 是 典型 的 塑性 材料 。 
(2) 断面 收缩 率 
试 样 在 被 拉 断 后 ， 由 于 塑性 变形 ， 其 试验 段 原来 的 横 截 面 面 积 A 缩小 为 断 
口 处 的 最 小 横 截 面 面 积 A,， 定 义 以 百分数 表示 的 比值 
_ А-А, 
ДА 
为 材料 的 断面 收缩 率 。 断 面 收缩 率 光 同样 可 以 度量 材料 的 塑性 性 能 。 


三 、 其 他 塑性 材料 拉 伸 时 的 力学 性 能 


塑性 材料 的 种 类 很 多 ， 例 如 ， 中 碳 钢 、 合 金 钢 、 铜 合金 、 铝 合金 等 。 
图 2-32 给 出 了 另外 三 种 塑性 材料 的 拉 伸 се 曲线 ， 其 中 有 些 塑性 材料 没有 明显 
的 屈服 阶段 。 

对 于 不 存在 明显 屈服 阶段 的 塑性 材料 ， 工 程 中 通常 以 产生 0. 2%% 的 塑性 应 变 
时 所 对 应 的 应 力作 为 其 屈服 强度 指标 ， 称 为 名 义 屈 服 极限 或 条 件 屈 服 极 限 ， 记 
作 бө ( 见 图 2-33). 


Зоне 





х 100% (2-12) 


1200 


1000 
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四 、 铸 铁 拉 伸 时 的 力学 性 能 


灰 铸 铁 的 拉 伸 се 曲线 如 图 2-34 所 示 ， 它 是 一 段 连续 的 微 变 曲线， 没有 直 
线段 ， 也 不 存在 届 服 阶段 与 缩 绒 阶段 。 灰 铸铁 在 较 低 的 拉 应 力作 用 下 就 会 断裂 ， 
拉 断 前 的 变形 很 小 ， 属 于 典型 的 脆性 材料 。 

由 于 铸铁 的 се 曲线 没有 明显 的 直线 段 ， 因 此 ， 通 常 以 o-e 曲线 开始 部 分 的 
割 线 的 斜率 作为 其 弹性 模 量 〈 见 图 2-35) ， 称 为 割 线 弹性 模 量 。 这 意味 着 ， 对 于 
铸铁 这 类 脆性 材料 ， 胡 克 定律 是 近似 成 立 的 。 


125 





с/МРа 
125 
100 2 
100 
е 75 
5 75 
5 50 
50 
25 25 
а 
0 0.15. 030 0.45 0.60 0 0.15 0.30 0.45 &(%) 
E(%) 割 线 弹性 模 量 : E= tana 
图 2-34 图 2-35 


由 于 铸铁 不 存在 届 服 现象 ， 而 且 变形 很 小 ， 强 度 极限 m 就 成 为 衡量 其 强度 
的 唯一 指标 。 因 其 抗 拉 强度 很 低 ， 所 以 铸铁 这 类 脆性 材料 不 适合 用 来 制作 承 拉 
构件 。 





ЖАН ”材料 在 压缩 时 的 力学 性 能 


材料 在 压缩 时 的 力学 性 能 同样 需要 根据 有 关 国 家 标准 9 通过 压缩 试验 确定 。 
为 了 避免 压 弯 ， 金 属 材料 的 压缩 试 样 通常 采用 短 圆柱 体 ， 圆 柱 体 的 高 度 一 般 为 
直径 的 2. 5~~3.5 倍 。 混凝土 、 石 料 等 建筑 材料 的 压缩 试验 通常 则 是 采用 立方 体 
试 块 。 

低 碳 钢 压 缩 时 的 се 曲线 如 图 2-36 所 示 ， 为 方便 比较 ， 图 中 还 给 出 了 低 碳 
钢 拉 伸 时 的 ое 曲线 。 到 届 服 阶段 为 止 ， 低 碳 钢 的 压缩 曲线 与 拉 伸 曲线 基本 重 
合 。 这 表明 ， 低 碳 钢 压 缩 时 与 拉 伸 时 的 比例 极限 re、 届 服 极限 o 和 弹性 模 量 E 


Ө 《金属 压缩 试验 方法 ) СВ 7314 一 1987。 
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大 致 相同 。 但 在 屈服 阶段 之 后 ， 低 碳 钢 试 样 只 会 愈 压 愈 扁 ， 而 不 会 压 断 ， 即 低 
碳 钢 不 存在 压缩 强度 极限 。 

灰 铸 铁 压缩 时 的 се 曲线 如 图 2-37 所 示 。 由 图 可 见 ， 铸 铁 的 压缩 oe 曲线 与 
В ое 曲线 的 形状 相似 ， 但 其 压缩 强度 极限 cu 要 明显 高 于 拉 伸 强度 极限 оь 
( 约 为 3 一 4 倍 ) 。 其 他 脆性 材料 的 抗 压强 度 也 都 远 高 于 抗 拉 强 度 。 因 此 ， 脆 性 材 
料 适 宜 制 作 承 压 构件 。 


аз 





图 2-36 


ЖЕКЕ ЯЙ ЕЖЕТ П ІІ ХОУ 45° ~ 55° 
( 见 图 2-38) 。 由 于 该 斜 截面 上 的 切 应 力 较 大 ， 从 
而 表明 ,和 铸铁 的 压缩 破坏 主要 是 由 切 应 力 引 
起 的 。 

综 上 所 述 ， 在 常温 静 载 条 件 下 ， 材 料 的 力学 
性 能 指标 有 比例 极限 a,、 弹 性 极限 a.、 届 服 极 限 о. 
(名 义 届 服 极限 06.;)、 强 度 极 限 оь Co), MERR 
EE, KZS 和 断面 收缩 率 y 等 。 附 录 A 中 给 出 
了 部 分 常用 材料 的 o,、o,、6 与 E 等 主要 力学 性 能 
指标 的 约 值 ， 供 读者 参考 。 





图 2-38 





第 七 节 Ы (НО 杆 的 强度 计算 


一 、 极 限 应 力 、 许 用 应 力 与 安全 因数 


材料 力学 的 主要 任务 之 一 是 保证 构件 具备 足够 的 强度 ， 即 足够 的 抵抗 破坏 
的 能 力 ， 从 而 能 够 安全 可 靠 地 工作 。 为 了 解决 强度 问题 ， 首 先 需要 引入 下 面 几 
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个 重要 术语 : 

1. 极限 应 力 

材料 强度 失效 时 所 对 应 的 应 力 称 为 材料 的 极限 应 力 ， 记 作 о... 

对 于 塑性 材料 ， 当 其 工作 应 力 达 到 届 服 极限 о, 或 名 义 届 服 极限 co 时 ， 将 发 
生 届 服 或 出 现 显著 塑性 变形 ， 从 而 导致 构件 不 能 安全 可 靠 地 工作 ， 即 塑性 材料 
的 强度 失效 形式 为 塑性 屈服 。 因 此 ， 取 屈服 极限 о, 或 名 义 届 服 极限 оо: ЛЕЛ 
材料 的 极限 应 力 ou o 

对 于 脆性 材料 ， 因 其 变形 很 小 ， 脆 性 断裂 是 其 唯一 的 强度 失效 形式 。 因 此 ， 
取 强 度 极 限 mw 〈 拉 伸 ) 或 mu 〈 压 缩 ) 作为 脆性 材料 的 极限 应 力 о, 

2. 许 用 应 力 与 安全 因数 

材料 安全 工作 所 容许 承受 的 最 大 应 力 称 为 材料 的 许 用 应 力 ， 记 作 [с]. 

从 理论 上 讲 ， 只 要 构件 的 工作 应 力 低 于 材料 的 极限 应 力 o,， 就 是 安全 的 。 
但 实际 上 ， 这 不 可 能 。 主 要 原因 有 : 

(1) 实际 材料 的 成 分 、 品 质 等 难免 存在 差异 ， 不 能 保证 构件 材料 与 试 样 材 
料 具 有 完全 相同 的 力学 性 能 ， 即 使 构件 材料 与 试 样 材料 完全 相同 ， 通 过 试验 测 
得 的 力学 性 能 本 身 也 会 带 有 一 定 的 分 散 性 ， 特 别 是 对 于 脆性 材料 。 

(2) 作用 在 构件 上 的 外 力 一 般 不 可 能 估计 得 十 分 精确 。 

(3) 从 实际 承载 构件 到 理想 力学 模型 往往 需要 经 过 一 些 简 化 ， 因 此 根据 力 
学 模型 计算 出 来 的 应 力 通常 带 有 一 定 的 近似 性 。 

(4) 考虑 到 各 种 因素 ,为 了 确保 安全 ,构件 必须 具备 适当 的 强度 储备 ， 特 


别 是 对 于 那些 一 旦 遭 到 破坏 就 将 导致 灾难 性 后 果 的 重要 构件 ， 强 度 储备 更 需要 | 


足够 充分 。 
因此 ， 规 定 材 料 的 许 用 应 力 


Ге]= = (2-13) 


式 中 ,nn 为 大 于 1 的 因数 ， 称 为 安全 因数 。 对 于 塑性 材料 ， 安 全 因数 记 作 n,; 对 
于 脆性 材料 ， 安 全 因数 则 记 作 ль. 

如 上 所 述 ， 安 全 因数 的 确定 取决 于 多 种 因素 ， 不 同 材 料 在 不 同 工 作 条 件 下 
的 安全 因数 可 从 有 关 设 计 规范 中 查 到 。 在 一 般 条 件 下 的 静 强 度 设计 中 ， 塑 性 材 
料 的 安全 因数 n 通常 取 为 1.4 一 2.2; 脆性 材料 的 安全 因数 m 通常 取 为 
2.5--5.0, 

应 该 强调 指出 ， 对 于 塑性 材料 ， 拉 伸 与 压缩 时 的 极限 应 力 或 许 用 应 力 是 基 
本 相同 的 ， 可 以 不 作 区 分 ; 对 于 脆性 材料 ， 拉 伸 与 压缩 时 的 极限 应 力 或 许 用 应 
力 则 差异 很 大 ， 必 须 严格 区 分 。 脆 性 材料 的 拉 伸 许 用 应 力 记 作 [on], 压缩 许 用 
MHW Lo]. 
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=, ї ОЕ) 杆 的 强度 条 件 


保证 构件 安全 可 靠 工作 、 不 发 生 强 度 失 效 的 条 件 称 为 强度 条 件 。 
根据 以 上 讨论 ， 拉 ОЖ) 杆 的 强度 条 件 应 为 


pa a< ҮЗ (2-14) 


AP, Е. Ы (Ж) ЖАУ; A 为 拉 〈( 压 ) 杆 横 截面 面积 ; o 为 拉 ( 压 ) Ж 
模 截 面 上 的 应 力 ， 若 拉 СОЖ) 杆 各 个 横 截 面 上 的 应 力 不 等 ， 则 应 取 其 中 的 最 
大 值 。 

根据 强度 条 件 ， 可 以 解决 以 下 三 类 强度 问题 : 

1. 校 核 强度 қ 

已 知 构件 所 受 外 力 、 横 截面 面积 和 材料 的 许 用 应 力 ， 检 验 强 度 条 件 是 否 满 
足 ， 从 而 确定 在 给 定 的 外 力作 用 下 构件 是 否 安全 。 

2. 截面 设计 

已 知 构 件 所 受 外 力 和 材料 的 许 用 应 力 ， 根 据 强度 条 件 确定 构件 横 截 面 尺 寸 。 

3. 确定 许可 载荷 

已 知 杆 件 横 截 面 面 积 和 材料 的 许 用 应 力 ， 根 据 强度 条 件 确 定 杆 件 容 许 承受 
的 载荷 。 

工程 中 规定 ， 在 强度 计算 中 ， 如 果 构 件 的 实际 工作 应 力 c 超 出 了 材料 的 许 用 
应 力 [oj， 但 只 要 超出 量 (0—[0]) 不 大 于 许 用 应 力 Lo] 的 5%， 仍 然 是 容许 的 。 

【 例 2-11〗 起 重 吊环 如 图 2-39a 所 示 ， 已 知 最 大 吊 重 F = 1000 kN， 两 侧 对 称 斜 拉杆 为 
圆 截面 钢 杆 ， 材 料 的 许 用 应 力 [е] = 120 MPa, a 角 为 20"， 试 确定 斜 拉杆 横 截 面 的 直径 4. 





а) b) 


图 2-39 
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解 : (1) 计算 斜 拉 杆 轴 力 
用 截面 法 ,截取 吊环 的 上 半 部 分 为 研究 对 象 ( 见 图 2-39b)， 由 于 对 称 ， 两 侧 斜 拉杆 的 轴 
力 相等 ， 由 平衡 方程 





УЕ, 一 0， 下 一 2FNcosa = 0 
得 斜 拉杆 轴 力 
Fy = 532 kN 
(2) 截面 设计 
根据 拉 《〈 压 ) 杆 的 强度 条 件 





4X532X10? N 
та? 


4х 532х10* N 
ы le = 
а 之 |K LORIO Pa 0.075 m = 75 mm 


所 以 ， 取 和 斜 拉杆 横 截 面 的 直径 


2= = < [0] = 120х10* Ра 


解 得 


d = 75 mm 


【 例 2-12】〗 某 平面 构架 如 图 2-40a 所 示 ， 已 知 架 高 h = 28 m， 均 布 载荷 g =3kN/m; Ж 
АВ 的 长 度 / = 5m， 横 截面 面积 A -80сш?, 倾角 a = 40"， 许 用 应 力 [2] = 80 MPa. ЖЖ 
计 构 架 自 重 ， 试 校 核 杆 AB 的 强度 。 








М: (1) 计算 杆 AB 的 轴 力 
如 图 2-40b 所 示 ， 截 取 部 分 构架 为 研究 对 象 ， 作 出 受 力图 。 由 平衡 方程 


> Ms = 0, 一 gh х + X Іѕіпасоѕа = 0 


得 杆 АВ КІЛ 
Fy = 477.7 ЕМ 


| 
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А 


(2) 校 核 杆 АВ 的 强度 
杆 АВ 承受 轴 向 拉 伸 ， 根 据 拉 〈 压 ) 杆 的 强度 条 件 ， 有 


1 
А 80X10 т? 


所 以 ， 杆 АВ 的 强度 符合 要 求 。 





59.7Х10%Ра = 59.7 MPa < [2] = 80 MPa 





【 例 2-13] 三 角 支 架 如 图 2-41a 所 示 ， 其 中 斜 杆 AB 由 两 根 80 mmX 80 mmX7 mm 的 等 
边 角 钢 构成 ， 横 杆 АС 由 两 根 No.10 ЖМА. МЮУ у Q235 钢 ， 许 用 应 力 [oj] = 
120 MPa。 试 确定 该 三 角 支 架 的 许可 载荷 [ГЕ] 〈 暂 不 考虑 横 杆 АС 的 稳定 性 问题 ) 。 





f: (1) 计算 两 杆 轴 力 
用 截面 法 ， 截 取 节 点 А 为 研究 对 象 ， 作 出 受 力图 如 图 2-41b 所 示 。 由 平衡 方程 


ХЕ. =0, – Емсоѕ30° + Еу = 0 
ХЕ, = 0, Емїп30° Е = 0 
解 得 两 杆 轴 力 分 别 为 
Fy = 2F (拉力 )， Fw = 1.732Е (ŒJ) 
(2) 确定 许可 载荷 
查 型 钢 表 ( 见 附录 B) ， 得 斜 杆 AB 的 横 截面 面积 Al = 10. 86 ст X2 = 21.72 ст, Ж 
АС 的 横 截面 面积 A, = 12. 74 ст X2 = 25. 48 cm?。 








根据 斜 村 АВ 的 强度 条 件 
-Pm 2F РИ у 
бі А, 21.72х107* m? ~ [o] = 120X10° Pa 
得 
F < 130320 М = 130.3 kN 
根据 横 杆 AC 的 强度 条 件 
Еһ _ 1.732Е Е ; 
% А, 254Хх107 -z S [0] = 12010* Pa 
得 


Е < 176536 М = 176.5 ЕМ 
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所 以 ， 该 三 角 支 架 的 许可 载荷 为 
ГЕ] = 130. 3 kN 





[B] 2-14] 一 组 合 屋 架 如 图 2-42a 所 示 ， 已 知 屋 架 的 跨度 ! = 8.1 т, 高 度 h = 1.4, 


所 受 均 布 载荷 q = 10 kN/m， 圆 截面 钢 拉 杆 АВ 的 直径 d = 22 mm， 许 用 应 力 [oj] = 
160 MPa。 试 校 核 钢 拉杆 АВ 的 强度 。 











解 : (1) 计算 屋 架 的 支 座 反 力 
由 对 称 性 得 屋 架 的 支 座 反 力 


1 1 
Fs =F; = 1 = 
с, B 24 


2 





X10 kN/mX8. 4m = 42 ЕМ 


(2) 计算 钢 拉 杆 АВ 的 轴 力 
如 图 2-42b 所 示 ， 截 取 左 半 个 屋 架 为 研究 对 象 ， 作 出 受 力图 。 由 平衡 方程 


Ум =0 —Е,х--+@Х--х-Е+Еухһ =0 


得 钢 拉 杆 AB 的 轴 力 





Fy = 63 kN 
(3) 校 核 钢 拉杆 АВ 的 强度 
钢 拉杆 АВ 横 截 面 上 的 正 应 力 
52 өлен 5 хі Ра = 165. 7 MPa > [oj 160 MPa 


T хат Х1076 m? 





oa 一 [oj 165.7 МРа- 160 MPa 
[с] 160 МРа 








3.6% <5% 
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故 钢 拉杆 АВ 的 强度 仍然 符合 要 求 。 





第 八方 应力 集中 概念 


一 、 应 力 集中 现象 


如 前 所 述 ， 等 截面 直 杆 在 承受 轴 向 拉 伸 或 压缩 时 ， 横 截面 上 的 应 力 是 均匀 

分 布 的 。 但 出 于 实际 需要 ， 许 多 构件 都 会 带 有 沟 槽 、 孔 洞 、 轴 肩 等 ， 致 使 这 些 

部 位 上 的 截面 尺寸 发 生 突 然 变 化 。 理 论 分 析 和 实验 结果 均 表 明 ， 在 尺寸 发 生 突 

变 的 截面 上 ， 应 力 不 再 均匀 分 布 ， 在 邻近 沟 权 、 和 孔洞 或 轴 肩 的 局 部 区 域 ， 应 力 

会 急剧 增 大 ， 如 图 2-43 所 示 。 
4 





图 2-43 


这 种 由 于 构件 截面 形状 或 尺寸 突然 变化 而 引起 的 局 部 应 力 急剧 增 大 的 现象 
称 为 应 力 集中 。 


二 、 理 论 应 力 集中 因数 


应 力 集中 的 程度 一 般 用 理论 应 力 集中 因数 KK 来 表征 。 设 应 力 集 中 处 的 最 大 
应 力 为 om， 同一 截面 上 的 名 义 平均 应 力 为 a， 理 论 应 力 集中 因数 К 定义 为 


К = = (2-15) 
б 


显然 ， 理 论 应 力 集中 因数 愈 大 ， 构 件 的 应 力 集中 程度 就 愈 大 。 某 些 带 有 沟 
槽 、 和 孔洞 或 轴 肩 的 构件 的 理论 应 力 集中 因数 可 以 从 有 关 手 册 中 查 到 。 | 

研究 还 发 现 ， 构 件 的 角 愈 尖 ， 孔 愈 小 ， 截 面 形 状 或 尺寸 改变 的 愈 急 剧 ， 应 
力 集中 的 程度 就 您 大 。 因 此 ， 在 设计 和 制造 构件 时 ， 应 尽量 避免 带 尖 角 的 沟 覃 
和 孔洞 ， 在 阶梯 轴 的 轴 肩 处 要 用 圆 弧 过 渡 ， 倒 角 也 要 做 成 圆 弧 形 的 ， 以 减缓 应 
力 集中 。 
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三 、 应 力 集中 对 构件 强度 的 影响 


在 静 载荷 作用 下 ， 应 力 集中 对 构件 强度 的 影响 与 材料 有 关 。 

对 于 塑性 材料 制 成 的 构件 ， 在 静 强 度 计算 
时 ， 可 以 不 考虑 应 力 集中 的 影响 。 因 为 塑性 材 
料 有 届 服 现象 ， 当 应 力 集中 处 的 最 大 应 力 сы 
达到 届 服 极限 о, 时 ， 应 力 就 不 再 增 大 ， 继 续 
增加 的 载荷 将 由 截面 上 尚未 屈服 的 部 分 来 承 
担 ， 以 致 届 服 区 域 逐 渐 扩 大 ， 应 力 分 布 趋 于 均 
句 ( 见 图 2-44) 。 | 

对 于 脆性 材料 制 成 的 构件 ， 在 静 强 度 计算 时 ， 一般 需 要 考虑 应 力 集中 的 影 
响 '。 因 为 脆性 材料 不 存在 屈服 现象 ， 应 力 集中 处 的 最 大 应 力 cnw 将 持续 增加 ， 当 
其 达到 强度 极限 o 时 ， 即 在 该 处 首先 产生 裂纹 ， 进 而 导致 构件 断裂 。 但 灰 铸 铁 
却 是 个 例外 ， 因 为 构件 截面 尺寸 的 变化 与 其 内 部 组 织 的 不 均匀 和 缺陷 相 比 ， 反 
而 成 了 产生 应 力 集中 的 次 要 因素 。 所 以 铸铁 构件 对 因 外 形 改变 而 引起 的 应 力 集 
中 不 敏感 ， 在 静 强 度 计算 时 可 以 不 予 考 虑 。 

在 交 变 载荷 作用 下 ， 无 论 是 塑性 材料 还 是 脆性 材料 ， 应 力 集 中 都 将 成 为 构 
件 破坏 的 根源 ， 因 此 ， 都 必须 考虑 应 力 集中 对 构件 强度 的 影响 。 这 将 在 第 十 一 
章 中 详细 讨论 。 





图 2-44 





ЖАР ӘЙ GEA) 超 静 定 问题 


在 解决 杆 件 的 强度 问 р 
题 和 刚度 问题 时 ,一 般 首 
先 要 根据 静 力 平衡 方程 计 
算出 杆 件 内 力 。 但 对 于 
图 2-45 所 示 的 超 静 定 结 
构 ， 由 静 力 学 可 知 ， 仅 仅 
通过 平衡 方程 是 不 可 能 求 
出 杆 件 内 力 的 。 本 节 将 通 
过 实例 ， 介 绍 如 何 利 用 变 
形 比较 法 来 求解 这 类 简单 的 
拉 伸 (压缩 ) 超 静 定 问题 。 
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【 例 2-15〗 如 图 2-46a 所 示 ， 等 截面 直 杆 AB 两 端 固定 ， 在 С 截面 处 受 一 轴 向 外 力 下 的 
作用 ， 其 抗 拉 〈 压 ) 刚度 为 EA。 试 作出 杆 АВ 的 轴 力 图 。 








b) 





解 : (1) 建立 平衡 方程 
解除 杆 AB 两 端 约束 ， 作 出 受 力图 如 图 2-46b 所 示 ， 两 端的 支 座 反 力 Ел. Ев 与 轴 向 外 力 
下 构成 一 共 线 力 系 ， 其 有 效 平衡 方程 只 有 一 个 ， 为 
. Е-Е,-Еһ-0 (а) 
显然 ， 这 是 一 次 超 静 定 问 题 ， 需 要 有 一 个 补充 方程 才能 获 解 。 
(2) 建立 变形 协调 方程 
在 超 静 定 结构 中 ， 由 于 受到 多 余 约 束 的 限制 ， 杆 件 变形 必须 相互 协调 ， 满 足 一 定 的 关系 。 
表示 超 静 定 结构 中 杆 件 变形 之 间 关 系 的 方程 称 为 变形 协调 方程 。 由 变形 协调 方程 即 可 得 到 求 
解 超 静 定 问 题 的 补充 方程 。 
在 本 例 中 ， 尽 管 各 段 杆 受 力 后 均 要 变形 〈 伸 长 或 缩短 ) ， 但 因 两 端 固定 约束 的 限制 ， 杆 件 
的 总 长 将 保持 不 变 ， 由 此 得 其 变形 协调 方程 
AF 一 Ale 十 Al 一 0 (b) 
Жан, Ас, Ас ЕЧ АС B, CB 段 的 轴 向 变形 。 
(3) 建立 补充 方程 
根据 胡 克 定律 ， 有 


_ ыў Бар 
ЕА’ ЕА 


AP, Fu, Ро ФИ АСВ. СВ 段 的 轴 力 ， 由 截面 法 易 得 





Ас Alcs 
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Ем = Ёл, Fu 一 一 Fe 
将 上 述 四 式 依 次 代入 式 (b)， 整 理 即 得 补充 方程 
Fa—2Fg = 0 
(4) 解 方程 ， 计 算 支 座 反 力 
联 立 求解 方程 (a) 和 方程 (c)， 即 得 两 端 支 座 反 力 


(5) 作 轴 力图 
作出 杆 AB 的 轴 力 图 如 图 2-46c ЖЖ. 

由 上 例 可 见 ， 用 变形 比较 法 来 求解 超 静 定 问 题 ， 需 要 从 平衡 关系 、 
变形 协调 关系 、 力 与 变形 间 的 物理 关系 等 三 个 方面 来 综合 者 虑 。 其 中 ， 
变形 协调 关系 是 求解 超 静 定 问题 的 重点 和 难点 。 


Ca r r e ar r соф соф ооф ооф оо a E a ооё опас фоофопф ооф ооф спе спфспф ос фос фос фопф ооф ос фосФсс Ф. 


Ффосфоофоофоофосеоофоое 


5 


(с) 


ooe 
о 


$ 
+ 
+ 
+ 
+ 
2% 


【 例 2-161 在 图 2-47a 所 示 结 构 中 ， 已 知 杆 EC、HD Юі (Ж) 刚度 分 别 为 EA, 


Е.А, BR АВ 是 刚性 的 ， 试 求 载荷 FIEC, HD 两 杆 的 轴 力 。 





解 : (1) 建立 平衡 方程 


PRE АВ 为 研究 对 象 ， 作 出 其 受 力图 如 图 2-47b тж. ЕС, HD 两 杆 的 轴 力 分 别 记 作 


Ға. Еш» 求解 Ем. Fe 的 有 效 平 衡 方程 只 有 一 个 ， 为 


Хм,-о, Fux +Fux -R=0 


(а) 
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这 是 一 次 超 静 定 问 题 。 
(2) 建立 变形 协调 方程 


作出 结构 的 变形 图 ， 如 图 2- 47a 中 的 虚线 所 示 。 设 ЕС, HD 两 杆 的 伸 长 分 别 为 АЛ, 
Аһ, WA АҺ = CC, Аһ = DD'， 根 据 变形 图 中 的 几何 关系 ， 易 得 变形 协调 方程 


(3) 建立 补充 方程 


利用 胡 克 定律 ， 由 式 〈b) 即 得 补充 方程 


(4) 解 方程 ， 计 算 轴 力 





EA EA: 


2Ah = А, СЬ) 


мб Fyz 





(с) 


联 立 求解 方程 (a) 和 方程 (c)， 即 得 两 杆 轴 力 


Fn = 


Еу; 


ЗЕ, А, 


Е,А|--4Е,А; т 


6бЕ, А; 





-= EA, +АЕ,А, 


结果 显示 ， 各 杆 内 力 的 大 小 除了 与 外 力 有 关外 ， 还 与 各 杆 的 刚度 有 关 ， 杆 的 刚度 愈 大 ， 
其 内 力 就 愈 大 。 这 个 结论 对 于 超 静 定 结构 具有 普遍 意义 。 


【 例 2-17] 如 图 2- 48а Т, 
水 平 刚性 横梁 .AC 用 三 根 完全 相同 的 
弹性 杆 悬 挂 在 天 花 板 上 。 已 知 三 杆 
的 横 截 面 面 积 A = 10 mm?* ， 弹 性 模 
В E = 200 GPa, RIKA% a = 12 
1077, AR HIF 3 的 温度 升 
高 80 'C 时 各 杆 的 应 力 。 

解 : (1) 列 平衡 方程 

截取 横梁 АС 为 研究 对 象 ， 假 设 
三 杆 均 受 拉 伸 ， 作出 受 力 图 如 
图 2-48b 所 示 。 这 是 平面 平行 力 系 ， 
列 平衡 方程 
ХЕ, =0, Ка+Еш+Ёӊ = 0 

(а) 
Х.М; -0. – Ема+Ема = 0 
Cb) 

显然 ， 此 为 一 次 超 静 定 问 题 。 

(2) 建立 变形 协调 方程 

横梁 AC 是 刚性 的 ， 其 轴线 保持 
为 直线 ， 据 此 作出 变形 图 如 图 2-48a 
所 示 ， 其 变形 协调 方程 为 











图 2-48 
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Al +А = 241; 
(3) 建立 补充 方程 
杆 1、 杆 2、 杆 3 的 伸 长 量 分 别 为 








代入 变形 协调 方程 整理 即 得 补充 方程 
Fyi Fyn: FaATEA = 2ЁЕ (с) 
(4) 计算 轴 力 和 应 力 
联 立方 程 (a) 一 方程 〈(c) ， 并 代入 数据 ， 解 得 三 杆 的 轴 力 
Еа- Ёз = —320М (EH), Еш-640М (拉力 ) 
从 而 得 到 杆 1、 杆 2、 杆 3 的 应 力 分 别 为 











Кы з0м _ 
бі А oro g 32 MPa (压力 ) 
Fe Мб М _ 
02 А 1096108 ПЁ 64 MPa (拉力 ) 
оз 一 ol 一 一 32MPa (压力 ) 


对 于 超 静 定 结构 ， 由 于 多 余 约 束 的 存在 ， 当 温度 变 
化 时 ， 杆 件 不 能 自由 伸缩 ， 将 在 杆 内 引起 应 力 。 这 种 因 
温度 变化 而 产生 的 应 力 称 为 温度 应 力 。 由 上 例 可 知 ， 当 
温度 变化 比较 大 时 ， 温 度 应 力 的 数值 便 会 相当 大 。 为 了 
避免 出 现 过 大 的 温度 应 力 ， 工程 中 必须 采取 相应 措施 。 
例如 ， 在 铺设 钢轨 时 要 在 各 段 钢轨 间 留 有 空隙 ， 在 热力 
管道 中 要 加 设 伸缩 节 〈 见 图 2-49) 等 。 


【 例 2-181 2-50a 所 示 结 构 ， 已 知 
杆 1、 杆 2 的 抗 拉 ( 压 ) 刚度 同 为 EA, 
杆 3 的 抗 拉 〈 压 ) 刚度 为 E, As 。 若 因 加 工 
误差 , 杆 3 的 实际 长 度 比 设计 长 度 Т 
6(671)， 试 求 将 其 强行 装配 后 各 杆 内 产生 
的 应 力 。 

мш. (1) 建立 平衡 方程 

强行 装配 后 ,截取 节点 A 为 研究 对 
象 ， 作 出 受 力图 如 图 2-50b 所 示 ， 杆 1、 杆 
2、 杆 3 的 轴 力 依次 记 作 Ға. Емш, Ем, a) b) 
其 平衡 方程 为 图 2-50 


УЈЕ, -0. Fwsing 一 Fasing 一 0 (а) 








ХЕ, = 0, — Емсоѕ0 — Fuscos0 Fu = 0 (b) 


这 是 一 次 超 静 定 问 题 。 
(2) 建立 变形 协调 方程 
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作出 结构 变形 图 ， 如 图 2-50a 中 虚线 所 示 。 根 据 变形 图 中 的 几何 关系 ， 并 注意 到 小 变形 
假设 ， 即 可 得 其 变形 协调 方程 
АА 


Al; 十 一 一 ы д (с) 
Жан, АЛ, А, 分 别 为 杆 1、 杆 3 нінен 
(3) 建立 补充 方程 
利用 胡 克 定律 ， 由 变形 协调 方程 得 补充 方程 为 
Емі Еа! (4) 





Е.А; Е.А. соз б | 
(4) 解 方程 ， 计 算 轴 力 与 应 力 
联 立 求解 方程 a), HE (b) 和 方程 (d) ， 得 各 杆 轴 力 
6 ElAlcos’0 








Кы = Fz = (压力 ) 
; +" cos30 
mm 
1A соё 


再 将 轴 力 除 以 横 截 面 面 积 ， 即 得 各 杆 应 Bni 杆 的 抗 拉 〈 压 ) 刚度 均 相 同 ， 材 料 的 
ЖЕН E = 200 GPa, 0 = 30°, 8/1 = 1/1000， 计 算出 各 杆 横 截 面 上 的 应 力 分 别 为 
ор = ос; = 65.3 MPa ( 压 应 力 ) 
оз = 112.9 MPa ( 拉 应 力 ) 





9%59005%59%55%05%0%%о24%:00605905%00%00%05900%59%с0%60400%о0%о0%о0%:50%о0%00%00%02%00%05%05%5400%05%25405%55600% 


这 种 因 构 件 尺 寸 误差 强行 装配 而 产生 的 应 力 称 为 装配 应 力 。 тья ; 
可 见 ， 虽 然 构 件 的 尺寸 误差 很 小 ， 但 所 引起 的 装配 应 力 仍 然 相当 大 。 因 ， 
此 ， 制 造 构件 时 需要 保证 足够 的 加 工 精度 ， 以 尽量 避免 产生 装配 应 力 。 : 
但 有 时 在 工程 中 ， 人 们 又 要 利用 装配 应 力 来 达到 某 种 目的 ， 例 如 ， 机 械 2 


%22%22Фс0Фс5өо02Ф2сФс0990%с0% 


零件 中 的 紧 配 合 ， 钢 筋 混凝土 结构 中 的 预 应力 件 等 ， 都 是 利用 装配 应 力 
的 典型 实例 。 


оөооФооФооФОоФооФооФосФооФсоФсоФосФосФооФооФооФооФбоФооФооФооФооФооФооФооФооФооФооФооФоофФооФооФсоФооФооФооФооФ 


ФСОСФос 


复习 思考 题 


2-1 轴 向 拉 伸 (压缩 ) 的 受 力 特 点 、 变 形 特 点 是 什么 ? 

2-2 在 思考 题 2-2 图 中 ， 哪 些 杆 件 属于 轴 向 拉 伸 (压缩)? 

23 什么 是 内 力 ? 计算 内 力 的 方法 是 什么 ? 

2-4 什么 是 轴 力 ? 如 何 确定 轴 力 的 正 负 ? 

2-5 ”什么 是 轴 力 图 ? 如 何 绘制 轴 力 图 ? 

2-6 在 对 构件 进行 强度 、 刚 度 计算 时 ， 力 的 可 传 性 原理 是 否 仍 可 以 运用 ? 


第 二 章 “” 轴 向 拉 伸 与 压缩 39 











思考 题 2-2 图 


2-7 何谓 应 力 ? 何谓 正 应 力 与 切 应 力 ? 如 何 确定 正 应 力 与 切 应 力 的 正 负 号 ? 

2-8 应 力 的 量 纲 是 什么 ? 常用 单位 是 什么 ? 

29 应力 与 内 力 之 间 的 关系 是 什么 ? 

2-10 AEM O 杆 的 平面 假设 ? 平面 假设 对 确定 拉 〈 压 ) 杆 横 截面 上 的 正 应 力 有 何 
意义 ? 

2-11 如 何 确定 斜 截面 的 方位 ? 如 何 确定 斜 截面 方位 角 а 的 正 负 号 ? 

2-12 М (Ж) 杆 内 的 最 大 正 应 力 在 哪个 截面 上 取得 ? 如 何 计 算 ? 

2-13 М (НО 杆 内 的 最 大 切 应 力 在 哪个 截面 上 取得 ? 如 何 计算 ? 

2-14 ”何谓 线 应 变 ? 它 有 何 意义 ? 它 的 量 纲 是 什么 ?如何 确定 它 的 正 负 号 ? 

2-5 ”什么 是 弹性 变形 ? 什么 是 塑性 变形 ? 

2-16 ”何谓 胡 克 定律 ? 它 有 何 意义 ? 它 的 适用 范围 是 什么 ? 

217 弹性 模 量 的 意义 是 什么 ? 量 纲 是 什么 ? 

2-18 什么 是 泊 松 比 ? 如何 计算 拉 〈 压 ) 杆 的 横向 变形 ? 

2-19” 低 碳 钢 的 拉 伸 o-e 曲线 可 分 为 几 个 阶段 ? 各 个 阶段 有 何 主要 特点 ? 

2-20 ”何谓 材料 的 比例 极限 、 届 服 极限 、 名 义 届 服 极限 与 强度 极限 ? 

2-21 何谓 材料 的 伸 长 率 与 断面 收缩 率 ? 

2-22 工程 中 是 如 何 划 分 塑性 材料 和 脆性 材料 的 ? 

2-23 ”塑性 材料 与 脆性 材料 的 主要 力学 性 能 特点 是 什么 ? 它们 之 间 有 何 主要 差异 ? 

2-24 何谓 材料 的 极限 应 力 ? 如何 确定 材料 的 极限 应 力 ? 

2-25 何谓 材料 的 许 用 应 力 ? 如何 确定 材料 的 许 用 应 力 ? 

2-26 何谓 强度 条 件 ? 利用 强度 条 件 可 以 解决 哪 几 类 强度 问题 ? 

227 何谓 应 力 集中 现象 ? 应 力 集中 对 构件 强度 有 何 影 响 ? 

2-28 运用 变形 比较 法 求解 超 静 定 问题 时 应 从 哪 几 个 方面 考虑 ? 其 基本 步骤 是 什么 ? 

2-29 ” 静 定 结构 会 不 会 产生 温度 应 力 与 装配 应 力 ? 为 什么 ? 
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习 题 
试 绘制 习题 2-1 图 所 示 各 杆 的 轴 力 图 。 





c) d) 
习题 2-1 图 


2-2 试 计算 习 题 2-2 图 示 结 构 中 杆 BC 的 轴 力 。 


2 


2-5 





20 kN/m 








а) b) 
习题 2-2 图 


在 习题 2-2 4 аф, ЖЕ BC 为 直径 d = 16 mm 的 圆 截面 杆 ， 试 计算 杆 BC 横 截 面 
上 的 正 应 力 。 

2-4 在 习题 2-2 图 b 中 ,车 杆 BC 由 两 根 20 mmX20 mmX4 mm 的 等 边 角 钢 构成 ， 试 计 
算 杆 BC 横 截面 上 的 正 应 力 。 


如 习题 2-5 





图 所 示 ， 钢 板 受 到 14 kN 的 轴 向 拉力 ， 板 上 有 三 个 对 称 分 布 的 锅 钉 圆 孔 ， 


钢板 的 厚度 为 10 mm、 宽 度 为 200 mm， 锦 钉 孔 的 直径 为 20 mm。 试 求 钢板 危险 横 截 面 上 的 应 
力 〈 不 考虑 锦 钉 孔 引 起 的 应 力 集中 ) 。 
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习题 2-5 图 


2-6 如 习题 2-6 图 所 示 ， 木 杆 由 两 i ж 
有 段 粘 接 而 成 。 已 知 杆 的 横 截面 面积 A = E NR ND 
1000 mm: ， 粘 接 面 的 方位 角 0 = 45°, 





杆 所 承受 的 轴 向 拉力 下 = 10kN。 试 计 粘 接 面 
算 粘 接 面 上 的 正 应 力 与 切 应 力 ， 并 作 图 习题 2-6 图 
表示 出 应 力 的 方向 。 


27 如 习题 2-6 图 所 示 木 杆 ， 若 欲 使 粘 接 面 上 的 正 应 力 为 切 应 力 的 2 倍 ， 则 粘 接 面 的 方 
位 角 0 应 为 何 值 ? 

2-8 如 习题 2-8 图 所 示 ， 等 直 杆 的 横 截 面 面 
ЖА = 40 тт, ЖЕЖ Е = 200 GPa， 所 受 
轴 向 载荷 Е, = 1 КМ. F = 3kN。 试 计算 杆 内 
的 最 大 正 应 力 与 杆 的 轴 向 变形 。 

29 如 习题 2-9 图 所 示 阶 梯 钢 杆 , 已 知 AC 
段 的 横 截 面 面 积 A = 1000 mm’, CB 有 段 的 横 截 
ШЕЯ А, = 500 mm’, 材料 的 弹性 模 量 E = 200 GPa。 试 计算 该 阶梯 钢 杆 的 轴 向 变形 。 


А с В 








30 ст 20 ст 50 ст 


习题 2-9 


2-10 一 钢 杆 和 一 混凝土 杆 分 别 受 轴 向 压力 的 作用 ， 已 知 钢 的 弹性 模 量 Е, = 200 GPa, 
混凝土 的 弹性 模 量 E. = 28 GPa。 假 设 两 杆 的 变形 均 在 线 弹 性 范围 内 ,试问 : (1) 当 两 杆 应 
力 相等 时 ,混凝土 杆 的 应 变 є, 是 钢 杆 的 应 变 е, 的 多 少 倍 ? (2) 当 两 杆 应 变相 等 时 ， 钢 杆 的 应 
о. 是 混凝土 杆 的 应 力 o 的 多 少 倍 ? (3) He =e = —0.0005 时 ， 两 杆 的 应 力 各 等 于 
多 少 ? 

2-11 如 习题 2-11 图 所 示 ， 刚 性 梁 АВ 用 两 根 弹性 杆 AC 和 BD 悬挂 在 天 花 板 上 。 已 知 
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F, L, а, EA, 和 EAs。 欲 使 刚性 梁 АВ 保持 在 水 平 位 置 ， 试 确定 力 下 的 作用 位 置 x。 

212 矩形 截面 的 铝 合 金 拉 伸 试 样 如 习题 2-12 图 所 示 , 已 知 = 70 тап, b = 20 пт, 
6 = 2 mm， 在 轴 向 拉力 下 = 6 kN 的 作用 下 试 样 处 于 线 弹 性 阶段 ， 若 测 得 此 时 试验 段 mn 的 
轴 向 伸 长 А/ = 0. 15 mm、 横 向 缩短 ЛЬ =*0.014 mm， 试 确定 铝 合 金 材料 的 弹性 模 量 E 和 泊 
松 比 v。 











习题 2-11 图 习题 2-12 图 


2-3 ”一 外 径 D = 60 mm、 内 径 4 = 20 mm 的 空心 圆 截面 杆 ， 受 到 下 = 200 kN 的 轴 向 
拉力 的 作用 , 已 知 材料 的 弹性 模 量 E = 80 GPa， 泊 松 比 ， = 0.3。 试 求 该 杆 外 径 的 改变 
量 AD。 

2-14 ”一 圆 截 面 拉 伸 试 样 ， 已 知 其 试验 段 的 原始 直径 4 = 10 mm, ЖИН = 50 mm， 拉 
断后 试验 段 的 长 度 变 为 = 63.2 mm， 断 口 处 的 最 小 直径 а, = 5. 9 mm。 试 确定 材料 的 伸 长 
率 和 断面 收缩 率 ， 并 判断 其 属于 塑性 材料 还 是 脆性 材料 。 

2-15 用 Q235 钢 制 作 一 圆 截 面 杆 ， 已 知 该 杆 承 受 下 = 100 kN 的 轴 向 拉力 ， 材 料 的 比例 
极限 op = 200 MPa、 届 服 极限 о. = 235 MPa、 强 度 极限 mw = 400 MPa， 并 取 安 全 因数 л = 
2„ (1) 欲 拉 断 圆 杆 ， 则 其 直径 а 最 大 可 达 多 少 ? (2) 欲 使 该 杆 能 够 安全 工作 ， 则 其 直径 4 最 
小 应 取 多 少 ? (3) 欲 使 胡 克 定律 适用 ， 则 其 直径 d 最 小 应 取 多 少 ? 

2-16 正方形 截面 阶梯 杆 如 习题 2-16 图 所 示 ， 已 知 
АВ 段 为 钢 制 ， 其 边 长 a = 10 mm， 许 用 应 力 [о] = 
140 MPa; BC 段 为 铝 制 ， 其 边 长 5 = 20 mm， 许 用 应 力 
[ол] = 80 MPa。 试 确定 其 许可 轴 向 载荷 F]. 

2-17 圆 截 面 阶梯 杆 如 习题 2-17 图 所 示 ， 已 知 杆 的 
直径 di = 14.5 тт, d: = 20 mm， 所 受 轴 向 载荷 Ri = Е 
20 kN、F。 = 50 kN， 材 料 的 届 服 极限 o, = 235 MPa, 34 
取 安 全 因数 n。 = 1. 8， 试 校 核 该 阶梯 杆 的 强度 。 习题 216 图 

218 习题 2-18 图 为 一 液压 装置 的 油缸 。 已 知 油缸 内 径 р = 560 mm, ЖЕ р = 
2.5 MPa， 活 塞 杆 由 合金 钢 制作 ， 许 用 应 力 [o] = 300 MPa。 试 确定 该 活塞 杆 的 直径 。 
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习题 2-18 图 


2-19 一 正方 形 截面 的 粗 短 阶梯 形 混凝土 立柱 如 习题 2-19 图 所 示 。 已 知 混凝土 的 质量 密 
Жр = 2.04X10° kg/m*， 压 缩 许 用 应 力 Гв.1-- 2 MPa, #1 Е = 100 kN。 试 确定 截面 尺寸 
а зь. 

2-20 ”如 习题 2-20 图 所 示 ， 用 绳索 匀速 起 吊 重 物 。 已 知 绳索 的 横 截 面 面 积 4 = 15 ст, 
许 用 应 力 [oj] = 10 MPa。 试 确定 绳索 强度 所 容许 的 最 大 吊 重 [Р]. 





习题 2-19 图 习题 2-20 图 


2-21 习题 2-21 图 为 某 矿井 提升 系统 的 简 图 ， 已 知 吊 重 P = 45 КМ, 钢丝 绳 的 自重 p = 
23.8 N/m， 横 截面 面积 A = 251 mm* ， 许 用 应 力 [е]= 210 MPa。 试 校 核 钢丝 强 的 强度 。 

2-22 平面 柏 架 如 习题 2-22 图 所 示 , 已 知 载荷 FF = 20 КМ, 各 杆 的 横 截 面 面 积 均 为 
200 mm?* ， 各 杆 材料 均 采 用 Q235 钢 ， 许 用 应 力 [oj] = 160 MPa。 试 校 核 其 中 拉杆 AD 和 CD 
的 强度 。 
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习题 2-21 图 习题 2-22 图 + 


2-23” 某 液压 装置 的 油 氏 如 习题 2-23 ЕЛ. ая УШАН 6 个 对 称 分 布 的 螺栓 连 
接 ， 油 压 p = 1 MPa， 油 缸 内 径 D = 350 mm， 螺 栓 材 料 的 许 用 应 力 [о] = 40 MPa。 试 设计 
螺栓 直径 а, 





习题 2-23 图 


224 汽车 离合 器 踏板 如 习题 2-24 图 所 示 , 已 
ШЕ, = 400 М, L = 330 mm, / = 56 mm, Й 
面 拉杆 AB 的 直径 & = 9 mm, WAMI [c] = 
50 MPa。 试 校 核 拉 杆 АВ 的 强度 。 

2-25 习题 2-25 图 为 某 井 架 的 力学 模型 ， 已 知 
HRS h = 28 п, Д д = 3 kN/m， 拉杆 АВ 的 
KEL = 5m， 横 截面 面积 A = 80 сп, MH а = 
40"， 材 料 的 许 用 应 力 [2] = 80 MPa， 试 校 核 拉 杆 
АВ 的 强度 。 

2-26 ”悬臂 吊车 如 习题 2-26 图 所 示 , 已 知 最 大 
тж Р = 25 КЧ, ФА BC 用 两 根 等 边 角 钢 


制 成 ， 其 许 用 应 力 [2] = 140 MPa。 试 确定 等 边 角 
钢 的 型 号 。 习题 2-24 图 
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习题 2-25 图 习题 2-26 图 


2-27 ”如 习题 2-27 图 所 示 三 角 支 架 , 已 知 钢 杆 AB 的 横 截 面 面 积 A = 600 mm, F. 
Ji [о] = 140 MPa。 若 杆 AC 足够 坚固 ， 试 根据 钢 杆 АВ 的 强度 确定 许可 载荷 LF] 

2-28 三 角 支 架 如 习题 2-28 图 所 示 ， 已 知 两 杆 的 横 截 面 面 积 均 为 2 cm ， 杆 АС 的 许 用 应 
Л) [ол ]= 100 MPa, F BC 的 许 用 应 力 [оьсе 1 = 160 MPa。 试 确定 该 支架 的 许可 载荷 CP]. 





习题 2-27 图 习题 2-28 图 


2-29 习题 2-29 图 为 电 杆 上 的 横 担 结构 ， 滑 车 O 可 在 杆 AC 上 滑动 。 已 知 滑车 上 作用 的 
集中 载荷 P = 15 kN， 拉 杆 АВ 是 圆 截 面 钢 杆 ， 其 许 用 应 力 [oj = 170 MPa。 若 忽略 滑车 与 
杆 件 自 重 ， 试 确定 拉杆 АВ 的 直径 。 

2-30 ”如 习题 2-30 图 所 示 结 构 ， 拉 杆 AB 和 AD 均 由 两 根 等 边 角 钢 构成 ， 已 知 材 料 的 许 
用 应 力 [oj]== 170 MPa。 试 选择 拉杆 АВ 和 AD 的 角钢 型 号 。 
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习题 2-29 图 习题 2-30 图 


2-31 如 习题 2-31 图 所 示 ， 对 称 结构 受 载荷 下 作用 ， 已 知 材料 的 许 用 应 力 为 [о]. #1 
结构 的 重量 最 轻 ， 试 确定 9 角 的 最 佳 值 。 

2-32 ”如 习题 2-32 HAR., wiit (Ж) 刚度 为 EA 的 等 截面 直 杆 两 端 固 定 ， 承 受 轴 向 载 
i F = 30 kN 的 作用 。 试 作出 其 轴 力 图 。 








习题 231 图 习题 2-32 图 


2-33 ”两 端 固定 的 阶梯 杆 如 习题 2-33 图 所 示 , 已 知 粗 、 细 两 段 杆 的 横 截面 面积 分 别 为 
400 mm2 200 тт, МЖ Е Е Е = 200 GPa。 试 作出 轴 力 图 并 计算 杆 内 的 最 大 正 
应 力 。 





50 cm 50 cm 50 cm 


习题 2-33 图 
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2-34 ”如 习题 2-34 图 所 示 ， 铝 合金 өлен 
杆 芯 与 钢 质 套 管 构 成 一 复合 杆 ， 承 受 轴 
向 压力 的 作用 。 铝 合金 杆 芯 与 钢 质 套 
管 的 抗 拉 ( 压 ) 刚度 分 别 为 ЕА, 与 
Е; А; 。 试 计算 铝 合金 杆 芯 与 钢 质 套 管 横 


铝 合金 杆 芯 











截面 上 的 正 应 力 。 习题 2-34 图 

2-35 在 习题 2-35 图 所 示 的 结构 中 ， 假 设 横梁 BD 是 刚性 的 ， 两 根 弹 性 拉杆 1 与 2 完全 
相同 。 已 知 杆 1、 杆 2 的 长 度 为 /, AEREN E, 横 截面 面积 A = 300 mm, WAAAH 
[2]= 160 MPa。 若 所 受 载荷 下 = 50 kN， 试 校 核 两 杆 强度 。 

2-36 如 习题 2-36 图 所 示 ， 一 块 刚性 平板 搁 在 三 根 等 截面 、 等 长 的 直 杆 上 ， 其 中 央 受 到 
坚 直 载荷 下 的 作用 。 试 求 在 下 列 两 种 情况 下 各 杆 的 内 力 : (1) 各 杆 材料 相同 ; (2) 杆 2 的 弹 
性 模 量 是 杆 1、 杆 3 ЮИ, ВЕ, = 2E = 2Е,. 














—}— 
习题 2-35 图 习题 2-36 图 
2-57 在 习题 2-37 图 所 示 的 结构 中 ， 杆 1、2、3 的 长 度 、 横 截面 面积 、 材 料 均 相 同 。 若 “ 
横梁 АС 是 刚性 的 ， 试 求 三 杆 的 轴 力 。 
2-38 在 习题 2-38 图 所 示 的 结构 中 ， 杆 1、2 的 横 截 面 面 积 、 材 料 均 相 同 ，!、a、a 为 已 
知 。 若 横梁 АВ 是 刚性 的 ， 试 求 在 载荷 下 作用 下 两 杆 的 轴 力 。 








习题 2-37 图 习题 2-38 图 
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2-59 习题 2-39 图 所 示 阶 梯 钢 杆 ， 在 温度 T = 
5С 时 固定 于 两 刚性 平面 之 间 。 已 知 粗 、 细 两 段 杆 的 横 
截面 面积 分 别 为 1000 mm?, 500 mm* ， 钢 材 的 弹性 模 量 
E = 200 GPa, RIKA% a = 1.2X10 5 C, ARMM 
度 升 高 至 Tz = 25 ‘C 时 ， 杆 内 的 最 大 正 应 力 。 

2-40 如 习题 2-40 图 所 示 ， 等 截面 直 杆 在 A 端 固 习题 2-39 图 
定 ， 另 一 端 B 离 刚 性 平面 有 6 = 1 mm 的 空隙 。 已 知 
а = 1.5 т, Б = 二 1m， 杆 件 的 横 截面 面积 A = 200 тп, ИЖ НН Е Е = 100 GPa。 试 
求 当 杆 件 在 С 截面 处 受到 下 = 50 kN 的 轴 向 载荷 作用 时 ， 杆 的 轴 力 。 











习题 2-40 图 


2-41 习题 2-41 图 所 示 结 构 ， 已 知 横梁 АВ 是 刚性 的 ， 杆 1 与 杆 2 的 长 度 、 横 截面 面积 、 
ИЖ ЛШ. НӘ (Ж) 刚度 为 EA， 线 胀 系数 为 a。 试 求 当 杆 1 RERS ATH, 杆 1 与 
杆 2 的 轴 力 。 





习题 2-41 图 


2-42 如 习题 2-42 图 所 示 , 一 刚性 横梁 放 在 三 根 混凝土 支柱 上 ， 中间 支柱 与 梁 之 间 有 
6 = 1. 5 mm 的 间隙 。 已 知 三 根 支 柱 的 横 截 面 面 积 A = 0.04m, КЖ/-3З.5п, ЖЕНЕ 


第 二 章 ” 轴 向 拉 伸 与 压缩 49 


Е = 14GPa。 若 在 横梁 的 正中 央 作用 一 集中 载荷 = 720 kN， 试 计算 三 根 支柱 横 截 面 上 的 正 
应 力 。 





习题 2-42 图 


2-43 如 习题 2-43 图 所 示 ， 已 知 钢 杆 1、2、3 的 长 度 1 = 1 m， 横 截面 面积 A = 2 cm2， 
ДЕЛІ E = 200 GPa. Ж 1281522, 杆 3 短 了 6 = 0. 8 mm， 试 计算 强行 安装 后 三 根 钢 杆 
的 轴 力 〈 假 设 横梁 是 刚性 的 ) 。 











习题 2-43 图 


Уг =— ыг 


эв = Еа. 
35 Л БИЕ 


在 工程 结构 或 机 械 中 ， КЕН ЖШ ЕТ СЛИ 3-la)、 销 钉 〈 见 
图 3-2a) 、 键 〈 见 图 3-3a) 、 螺 栓 〈 见 图 3-4a) 等 连接 件 相 连接 。 这 类 连接 件 的 
主要 变形 形式 是 剪 切 与 挤 压 。 





图 3-2 


剪 切 的 受 力 特 点 是 : 构件 在 两 侧面 受到 大 小 相等 、 方 向 相反 、 作 用 线 相距 
很 近 的 外 力 (外 力 合力 ) 的 作用 ， 如 图 3-1b、 图 3-2b、 图 3-3b 和 图 3-4b 所 示 。 
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ЗЕ 





а) b) 
图 3-3 


剪 切 的 变形 特点 是 : 构件 沿 位 于 
两 侧 外 力 之 间 的 截面 发 生 相 对 错 动 ， 
如 图 3-1с 所 示 。 发 生 错 动 的 截面 称 为 
ӨЛ, ШЕ 3-1с 中 的 m 一 m 截面 。 
当 外 力 到 达 一 定 限 度 时 ,构件 将 沿 剪 
切面 被 剪断 。 

图 3-2 中 的 销 钉 同时 有 两 个 剪 切 
面 1 一 1 和 2 一 2， 这 种 情况 称 为 双 剪 。 

构件 在 受到 剪 切 变形 的 同时 ， 往 
往 还 要 受到 挤 压 变形 。 在 外 力作 用 下 ， 
连接 件 与 被 连接 件 之 间 在 侧面 互相 压 
紧 、 传 递 压 力 。 由 于 一 般 接 触 面 较 小 
而 传递 的 压力 较 大 ， 就 有 可 能 在 接触 
面 局 部 被 压 溃 或 发 生 塑 性 变形 ， 如 图 HEM 
3-5 所 示 。 这 种 变形 破坏 形式 就 称 为 挤 
压 。 传 递 压 力 的 接触 面 称 为 挤 压 面 。 

本 章 主 要 介绍 剪 切 与 挤 压 的 强度 
计算 。 由 于 剪 切 与 挤 压 只 发 生 在 构件 
的 局 部 区 域 ， 其 受 力 与 变形 比较 复杂 ， 
难以 精确 计算 。 因 此 ， 工 程 中 均 采 用 简化 的 实用 计算 方法 。 实 践 表明 ， 这 些 简 
化 的 实用 计算 方法 是 可 靠 的 ， 可 以 满足 工程 需要 。 








图 3-5 
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第 二 节 ”前 切 的 实用 计算 
下 面 以 图 3-1a 所 示 的 饮 钉 为 例 ， 介 绍 剪 切 的 实用 计算 方法 ，。 


一 、 剪 切面 上 的 内 力 


首先 ,确定 饮 钉 前 切面 上 的 内 
力 : 利用 截面 法 ， 沿 前 切面 т-т 
将 鲍 钉 假想 截断 ， 取 其 下 部 为 研究 
对 象 ( 见 图 3- 6a)。 由 平衡 条 件 易 
知 ， 剪 切面 上 的 内 力 为 一 个 切 向 内 
H., ВЛ, WE Fs。 显 然 ， 该 
SET 89 H E ЕА 99 27 

Е-Е 图 3-6 


=. ИТА ЕЛУ 


BIJ Fs 是 以 切 应 力 r 的 形式 分 布 在 剪 切 面 上 的 ， 如 图 3-6b 所 示 。 在 工程 实 
用 计算 中 ,假设 切 应 力 = 在 剪 切 面 上 均匀 分 布 ， 即 有 计算 公式 


т = —? (3-1) 
ж, Fs 为 前 切面 上 的 剪 力 ， 用 截面 法 由 平衡 方程 确定 ; As 为 剪 切 面 的 面积 。 
三 、 剪 切 强度 条 件 
于 是 ， 剪 切 强度 条 件 为 





Е. 
т = 25 Ге] (3-2) 


AF, Га) 为 材料 的 许 用 切 应 力 ， 其 值 等 于 材料 的 剪 切 强度 极限 m 除 以 安全 因 
数 n。 剪 切 强度 极限 rm 则 需 通 过 剪 切实 验 测 出 剪 切 破坏 载荷 并 按 式 〈3-1) 确定 。 
常用 材料 的 许 用 切 应 力 可 从 有 关 设 计 手册 中 查 到 。 





Жән 挤 讨 的 实用 计算 


一 、 挤 压 应 力 的 实用 计算 
挤 压 面 上 传递 的 压力 称 为 挤 压力 ， 记 作 Fe ОҢ 3-70, WEJ RE 实际 上 
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6 


(3-3) а) b) c) 
图 3-7 


是 以 法 向 应 力 的 形式 分 布 在 挤 压 面 上 的 ， 
这 种 法 向 应 力 称 为 挤 压 应 力 ， 记 作 oso P 
压 应 力 ou 的 实际 分 布 情况 如 图 3-7b 所 示 ， 
较为 复杂 。 在 工程 实用 中 ， 采 用 简化 公式 


Fis 


о 79 

来 计算 挤 压 应 力 оъ. RP, Б, ФРЕЕ | 

递 的 挤 压力 ， 由 平衡 方程 确定 ; A 为 挤 压 面 的 计算 面积 ， 取 实际 挤 压 面 在 垂直 

于 挤 压 力 的 平面 上 投影 的 面积 。 

若 挤 压 面 为 半圆 柱 面 ， 

如 图 3-7 中 的 锦 钉 ，Aw 应 取 2 

其 直径 平面 面积 (图 3-7c 中 

的 阴影 线 面积 )， 即 挤 压 面 的 
计算 面积 








п п Fbs=0bs Abs 








Ay = ав : FS 
3-8a ТЕ, An WHOA F ШІ Se 
的 面积 〈 见 图 3-8b) ， 即 挤 压 
面 的 计算 面积 
= А 
Аь М 
二 、 挤 压强 度 条 件 
于 是 ， 挤 压强 度 条 件 为 
Obs 一 < [оь] (3-4) 


AF, Los] 为 材料 的 许 用 挤 压 应 力 ， 其 值 等 于 通过 实验 按 式 03-3) 确定 的 材料 
的 挤 压强 度 极 限 除 以 安全 因数 。 常 用 材料 的 许 用 挤 压 应 力 可 从 有 关 设 计 手 册 中 
Ж, 








第 四 节 连接 件 的 强度 计算 


连接 件 的 主要 变形 形式 是 剪 切 与 挤 压 ， 根 据 式 (3-2) MA (3-4) 即 可 进行 
连接 件 的 强度 计算 ， 现 举例 说 明 如 下 : 
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[#13-11 某 锦 接 件 如 图 3-9a тж. ЕЯ 784 d = 10 mm， 板 的 厚度 6 = 4mm、 宽 
B b = 30 mm， 锦 钉 与 板 的 材料 相同 ， 其 许 用 切 应 力 [rt] = 80 MPa、 许 用 挤 压 应 力 [о] = 
250 MPa、 许 用 拉 应 力 [2] = 130 MPa。 若 所 受 轴 向 载荷 下 = 6kN， 试 校 核 该 锦 接 件 的 强度 。 





b) с) 


ін: (1) 校 核 锦 钉 与 板 的 挤 压强 度 

由 上 СК) 板 的 受 力 图 ( 见 图 3-9b) 可 见 ， 锦 钉 与 上 СКО 板 孔 壁 之 间 的 挤 压力 
Е. = Е = 6 ЕМ 

根据 式 (3-4)， 有 


‚= Ёш 6000 N 
h d (10Х4Х107*) m 


钾 钉 与 板 的 挤 压强 度 满 足 要 求 。 
(2) 校 核 锦 钉 的 剪 切 强度 
截取 上 СТ) 半 段 钾 钉 为 研究 对 象 OLE 3-9c)， 得 饮 钉 前 切面 上 的 剪 力 
| 








150Х10% Ра = 150 MPa < [o] 


П 


根据 式 (3-7). A 
_4Fs_ 4Хх6000М _ _ 
т=з = күрке 75 4Х Ра 16.4 МЕк< [г] 
锦 钉 的 剪 切 强 度 满 足 要 求 。 


(3) 校 核 板 的 拉 伸 强度 
如 图 3-9b 所 示 ， 板 受到 轴 向 拉 伸 ， 其 最 大 拉 应 力 位 于 锦 钉 孔 所 在 的 1 一 1 截面 上 。 
根据 拉 伸 强度 条 件 ， 有 
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РЕ. 6000 N К сь, 
бав а ЖС Ра = 19 MPa < [а] 
板 的 拉 伸 强度 满足 要 求 。 


综 上 所 述 ， 该 饮 接 件 的 强度 足够 。 





LB 3-2〗 某 挂钩 装置 如 图 3-10a ж. 已 知 所 受 拉力 下 = 20 КЧ, Ж ЈЕВ л = 8mm, 
ts = 5mm， 销 钉 材 料 的 许 用 切 应 力 [т]= 60 MPa, WAREM [on] = 190 MPa。 试 确定 
销 钉 直径 do 





#: (1) 根据 剪 切 强度 确定 销 钉 直径 
销 钉 承受 双 剪 ， 由 截面 法 ， 可 得 任 一 剪 切 面 上 的 剪 力 〈 见 图 3-10c) 
Е 


根据 剪 切 强 度 条 件 


3 

= = Д0 а. 60х10 Ра 
5 T 2 

a4 


т 


得 销 钉 直 径 
d 之 0.0146 m = 14. 6 mm 
(2) 根据 挤 压 强度 确定 销 钉 直径 
HFA < 2t,， 故 知 最 大 挤 压 应 力 位 于 销 钉 的 中 间 段 ， 如 图 3-10b 所 示 。 
根据 挤 压 强度 条 件 





Е= < [oss] = 190Х10% Ра 


Ру ЕБ _ _@0Х1% 
). 4, 4х8х107 т 


得 销 钉 直径 
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а 之 0.0132 m = 13.2 mm 
综合 上 述 计算 结果 ， 可 选取 销 钉 直径 d = 15mm, 


【 例 3-51 如 图 3-11 所 示 ， 皮 带 轮 通过 键 与 轴 连 接 。 已 知 皮带 轮 传 递 的 力 偶 矩 M = 
600 N. m， 轴 的 直径 d = 40 mm， 键 的 尺寸 65XhXl = 12 mmX8 mmX55 mm， 键 材料 的 许 
用 切 应 力 [т]= 60 MPa, HAREM Los] = 180 MPa， 试 校 核 键 的 强度 。 





解 : (1) 计算 键 的 受 力 
选取 键 和 轴 为 研究 对 象 ， 作 出 其 受 力 图 ( 见 图 3-11c) ， 由 


У)мР -о. М-ЕХ 4 =0 


(2) 校 核 键 的 剪 切 强度 
由 截面 法 〈 见 图 3-11d) 49972) 

Fs = F = 30х10° N 
RER (3-2), Ж 


Ез _ 30х10 N 4 ге 
т lb © G5X12X10 `) m 45.5X10° Pa = 45.5 MPa < [r] 


键 的 剪 切 强度 符合 要 求 。 
(3) 校 核 键 的 挤 压强 度 
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显然 ， 键 的 挤 压力 
Б, = F = 30X10N 
根据 式 8-4), Ж 
3 
= = XWA Еу Pa = 136, A MPa Z lon] 





A (558х109) ш 
2 


键 的 挤 压强 度 符合 要 求 。 
综 上 所 述 ， 键 的 强度 符合 要 求 。 


[#13-41] 如 图 3-12a 所 示 ， 一 螺栓 刚 
好 穿 过 圆 孔 ， 搁 置 在 刚性 平台 上 。 已 知 端 
帽 直径 D -40 mm、 厚 度 h = 12 mm， 螺 
ЖЕ а = 28 mm， 螺 栓 材 料 的 许 用 拉 应 
J [с] = 100 MPa、 许 用 切 应 力 [т]= 
70 MPa、 许 用 挤 压 应 力 [оь ] = 180 MPa. 
车 螺杆 所 受 轴 向 载荷 F = 60 kN， 试 校 核 该 
螺栓 的 强度 。 

解 : (1) 校 核 螺杆 的 拉 伸 强度 

显然 ,螺杆 任 一 截面 的 轴 力 Fy = Е = 
60 kN。 根 据 拉 伸 强度 条 件 | 图 3-12 


Е Е 4х60х10° N 
= A ad узв XI0 m 04 MPa < [0] 
ағы 








с 


可 知 ， 螺 杆 的 拉 伸 强度 符合 要 求 。 

(2) 校 核 端 帽 的 剪 切 强度 

螺栓 端 帽 的 剪 切 面 是 直径 为 4、 厚 度 为 的 圆柱 侧 表面 ( 见 图 3-12b)。 根 据 剪 切 强 度 
条 件 


РАЦ диа 60X10? N ЖЗ 
Т^ А; ndh nX(28X12X10 °) m? 56. 8 MPa < [г] 


可 知 ， 端 帽 的 剪 切 强度 符合 要 求 。 
(3) 校 核 端 帽 的 挤 压强 度 
螺栓 端 帽 的 挤 压 面 是 内 径 为 4、 外 径 为 DD 的 圆 环形 平面 。 根 据 挤 压 强度 条 件 


Е 1 4X60XION 
A оу 0407-2879 KIO 7 93-6 MPa < [дь] 


4 
可 知 ， 端 帽 的 挤 压强 度 符 合 要 求 。 
综 上 所 述 ， 该 螺栓 的 强度 符合 要 求 。 








Obs 





【 例 3-5] 图 3-13a 所 示 连 接 件 由 两 块 钢板 用 4 AET КӘП ЕПП М. Е i E b = 80 
mm， 板 厚 $ = 10mm, #4 E4 d = 16 тт, ТАЈ НУЛУ У [т]= 100 MPa, #75 
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板 的 许 用 挤 压 应 力 [oj] 二 280 MPa， 钢 板 的 许 用 拉 应 力 [oj = 160 MPa。 试 确定 该 连接 件 所 


允许 承受 的 轴 向 载荷 下。 





П ia = а 
b) 
қу КМ 
Е 
3F/4 
F/4 
d) 
图 3-13 
解 : (1) 根据 锦 钉 和 钢板 的 挤 压 强度 确定 许可 载荷 
作出 下 (上 ) 板 受 力图 如 


由 于 这 是 对 称 性 问题 ， 故 可 假设 各 锦 钉 受 力 相同 。 据 此 ， 
图 3-13b 所 示 。 可 见 ， 锦 钉 与 钢板 孔 壁 之 间 的 挤 压力 





T. 
由 挤 压 强度 条 件 
F 
mm = Ж = 4X16X PRIF ma = 01 = 280% 10" Pa 
得 
F <179.2Х10% М = 179.2 kN 


(2) 根据 钾 钉 的 剪 切 强度 确定 许可 载荷 
截取 任 一 锦 钉 的 下 (上 〉 半 有 段 为 研究 对 象 ( 见 图 3-13c) ， 即 得 各 锦 钉 剪 切 面 上 的 剪 力 
Fs = Fp = F = E 





由 剪 切 强度 条 件 
Ж 
== Ж а F E 6 
Аз ты БЕТ О Еш ады азды. 
4 


得 | 
F < 80.4х10° М = 80. 4 ЕМ 
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(3) 根据 钢板 的 拉 伸 强度 确定 许可 载荷 
钢板 的 受 力图 、 轴 力图 分 别 如 图 3-13b、d 所 示 ， 可 见 1 一 1 截面 与 2 一 2 截面 为 可 能 的 危 
险 截 面 ， 应 分 别 对 其 进行 拉 伸 强 度 计算 。 








1 一 1 截面 : 由 
FEN i Е Е 
二 sA 6 
ба A (60-498 (80—16)X10X10 ° m “ [o]= 160X10" Ра 
44 
F < 102. 4X10? N = 102. 4 ЕМ 

2 一 2 截面 : 由 

РЕР Еу-> єл ЗЕ Б ЗЕ 25. 6 
Ф-2 — A; 406—24)5 2Х(80-2Х16)Х10Х1078 m? <-(41-< 160Х10° Ра 


F < 102.4х10° М = 102. 4 kN 
综 上 所 述 ， 该 连接 件 所 人 允许 承受 的 轴 向 载荷 
[F]= 80. 4 ЕМ 


【 例 3-51 如 图 3-14a 所 示 ， 两 块 宽度 不 同 的 钢板 用 两 条 侧 边 贴 角 焊 缝 搭 接 在 一 起 。 已 知 
焊 缝 的 厚度 t = 10 mm、 许 用 切 应 力 [z]= 110 MPa。 若 钢板 所 受 轴 向 载荷 = 150 ЕМ, $ 
HEREKE L 





a) b) 
| 图 3-14 


R: 经 验 表 明 ， 侧 边 贴 角 焊 缝 一 般 沿 与 焊 缝 底面 成 45" 角 的 最 罕 截 面 〈 见 图 3-14b) ABY 
切 而 破坏 。 每 条 焊 颖 的 前 切面 面积 
Ав = їсоз45°1 = 0. 74l 
根据 焊 缝 的 前 切 强度 条 件 
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F _ 150Х10%М 
2х0.7їХ[т] 2х0.7Х10Х107% тах 110Х10% Ра 


工程 中 ， 由 于 考虑 到 焊 缝 两 端的 质量 不 够 好 ， 故 通常 取 焊 缝 的 实际 长 度 为 上 述 计算 长 度 
再 加 上 2 售 的 焊 缝 厚度 。 故 该 焊 缝 的 实际 长 度 应 为 
1 = 97 mm+ 2t = 97 mm 十 2X10 mm = 117 mm 


i = 0.097 m = 97 mm 


复习 思考 题 


3-1 剪 切 的 受 力 特 点 与 变形 特点 是 什么 ? 

3-2 何谓 挤 压 ? 挤 压 与 轴 向 压缩 有 何 区 别 ? 

3-3 REA G- 计算 挤 压 应 力 时 ， 若 挤 压 面 为 半圆 柱 面 ， 为 什么 Au 应 取 其 直径 平面 
面积 ， 而 不 能 取 半 圆柱 面 的 面积 ? 

3-4 在 进行 连接 件 的 强度 计算 时 ， 应 如 何 确定 剪 切面 和 挤 压 面 ? 

3-5 ” 挤 压 应 力 与 轴 向 压 应 力 有 何 区 别 ? 

3-6 思考 题 3-6 图 所 示 的 拉杆 与 木板 之 间 放 置 了 一 个 金属 垫圈 ， 试 解释 垫圈 的 作用 。 





思考 题 3-6 图 


3 ø 


3-1 AHE AL JA 3-1 图 所 示 , 已 知 a = 10 ст, b = 12 ст, с = 4.5 ст, l= 
35cm, F = 40 kN。 试 计算 接头 的 切 应 力 和 挤 压 应 力 。 
3-2 ”如 习题 3-2 图 所 示 ， 两 块 板 用 两 个 钢 钉 连接 ， 承 受 载荷 让 = 20 КЧ. BASE H 
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4 = 12 тта, 钢板 厚度 1 = 20 mm， 钢 钉 的 许 用 切 应 力 Ге] = 80 MPa、 许 用 挤 压 应 力 [ow.] = 
200 MPa。 试 校 核 锦 钉 的 强度 。 | 





习题 3-1 图 习题 3-2 图 


3-3 ”如 习题 3-3 图 所 示 ， 用 冲床 将 钢板 冲 出 直径 4 = 20 mm 
的 圆 孔 。 已 知 冲 床 的 最 大 冲 剪 力 为 100 kN， 钢 板 的 剪 切 强度 极限 
т, = 200 MPa。 试 确定 所 能 冲 剪 的 钢板 的 最 大 厚度 。 

3-4 如 习题 3-4 图 所 示 ， 用 一 个 螺栓 将 一 根 拉杆 与 两 块 相同 
的 盖 板 相连 接 ， 承 受 载荷 丰 = 120 kN。 已 知 拉杆 厚度 : = 15mm, 
盖 板 厚度 6 = 8 mm， 螺 栓 的 许 用 切 应 力 [т]= 60 MPa, FARE 
MEJI [о] = 160 MPa, 拉杆 的 许 用 拉 应 力 [2] = 80 MPa。 试 确定 
拉杆 宽度 b 和 螺栓 直径 4 。 











Е?2 


Е? 





”习题 3-4 图 
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35 ”如 习题 3-5 图 所 示 ， 两 块 厚度 t+ = 6 mm 的 相同 钢板 用 三 个 锦 钉 锦 接 。 已 知 锦 钉 的 
许 用 切 应 力 [т]= 100 MPa， 许 用 挤 压 应 力 [om.]= 280 MPa。 若 载荷 下 = 50 kN， 试 确定 钾 
钉 直径 d。 





习题 3-5 


3-6 ”如 习题 3-6 图 所 示 , 已 知 圆 杆 直径 4d = 40 тт, МУ д = 10 mm、 г = 30 тт, 
b = 50 mm， 杆 的 许 用 拉 应 力 [2] = 120 MPa， 销 板 的 许 用 切 应 力 [=] = 90 MPa， 销 板 和 杆 
的 许 用 挤 压 应 力 [eu]= 240 MPa。 试 确定 许可 载荷 下 。 

37 ”如 习题 3-7 图 所 示 ， 一 螺栓 刚好 穿 过 刚性 平台 的 圆 孔 ， 受 到 轴 向 载荷 F = 11 kN 的 
作用 。 已 知 材料 的 许 用 切 应 力 [т]= 90 MPa, WAREM Го. ] = 200 MPa、 许 用 拉 应 力 
[9] = 120 MPa。 试 确定 螺杆 的 直径 &、 端 帽 的 直径 DD 与 厚度 h。 





习题 3-6 图 习题 3-7 图 


38 如 习题 3-8 图 所 示 ， 拉 杆 用 四 个 锦 钉 固定 在 格 板 上 。 已 知 所 受 轴 向 载荷 下 = 


80 КЧ, WMT É d = 16 mm， 拉 杆 格 板 
宽度 5 = 80 mm、 厚 度 8 = 10 mm, 
拉杆 的 许 用 拉 应 力 [с] = 160 MPa, 
锦 钉 的 许 用 切 应 力 [т] = 100 MPa, 
锦 钉 与 拉杆 的 许 用 挤 压 应 力 Го. 1 = 
300 MPa。 试 校 核 锦 钉 与 拉杆 的 强度 。 

39 如 习题 3-9 тт. MRE 
形 截面 木 杆 用 两 块 钢板 相连 接 。 已 知 
轴 向 载荷 下 = 45 kN， 木 杆 宽度 b = 
250 mm， 木 杆 的 许 用 切 应 力 [rj] = 
1 MPa、 许 用 挤 压 应 力 [Cos] = 10 MPa、 许 用 拉 应 力 [о]= 6 MPa, WH ERIRE AE h, 
以 及 钢板 尺寸 6 与 1。 

3-10” 带 肩 杆 件 如 习题 3-10 图 所 示 , 已 知 材料 的 许 用 切 应 力 [т]= 100 MPa、 许 用 挤 压 
应 力 [ou]= 320 MPa、 许 用 拉 应 力 [с] = 160 MPa。 试 确定 许可 载荷 F. 








习题 3-9 图 习题 3-10 图 


3-11 如 习题 3-11 图 所 示 , 已 知 轴 的 直径 d = 80 mm, RY b = 24 пт, h = 
14 mm， 键 的 许 用 切 应 力 [=] = 40 MPa、 许 用 挤 压 应 力 [о] = 90 MPa， 由 轴 通 过 键 传递 的 
ЖШ М = 3 kN，m。 试 确定 键 的 长 度 1。 





习题 3-11 
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3-12 ” 锦 接 件 如 习题 3-12 图 所 示 , В ЕТЕ а = 25 mm， 板 厚 $ = 12 тт, 
= 150 mm， 板 的 许 用 拉 应 力 Гв|-- 100 MPa， 锦 钉 的 许 用 切 应 力 [т]= 60 MPa, 8+7 5715 
的 许 用 挤 压 应 力 [om.]= 160 MPa。 试 确定 许可 载荷 下 。 





习题 3-12 图 
3-13 ”如 习题 3-13 图 所 示 ， 用 两 个 锦 钉 将 140 mmX140 mmX12 mm 的 等 边 角 钢 锦 接 在 
立柱 上 ， 构 成 托 架 。 已 知 托 架 中 央 承 受 的 压力 下 = 20 КМ, ТНА а = 20 mm， 锦 钉 的 许 
用 切 应 力 [т]= 40 MPa、 许 用 挤 压 应 力 [oj 二 120 MPa。 试 校 核 锦 钉 强度 。 
3-14 习题 3-14 图 所 示 联 轴 器 用 四 个 螺栓 连接 ， 螺 栓 对 称 地 分 布 在 直径 D = 480 mm 的 
圆周 上 。 已 知 联 轴 器 传递 的 转 矩 М = 24KN，m， 螺 栓 的 许 用 切 应 力 Г] = 80 MPa。 试 根据 
螺栓 的 剪 切 强度 确定 螺栓 的 直径 а. 





习题 3-13 图 习题 3-14 图 


315 连接 件 如 习题 3-15 АТ, ЕЯ ТЕА d = 20 ат, ЖЬ = 100 mm， 中 央 主 
板 厚 6 = 15mm， 上 、 下 盖 板 厚 上 = 10 mm， 板 的 许 用 拉 应 力 [2] = 100 MPa, #17 #790) 
应 力 [dj = 80 MPa， 板 和 锦 钉 的 许 用 挤 压 应 力 [оь ] = 220 MPa。 若 所 受 载荷 下 一 80 kN， 
试 校 核 该 连接 件 的 强度 。 

3-16 ” 钢 螺栓 接头 如 习题 3-16 图 所 示 , 已 知 螺栓 直径 d = 18 mm， 钢 板 宽度 0 = 
200 mm、 厚 度 6 = 6 mm， 材 料 的 许 用 切 应 力 [т] = 100,MPa、 许 用 挤 压 应 力 [оь] 
240 MPa、 许 用 拉 应 力 [c]= 160 MPa。 试 确定 该 连接 件 的 许可 载荷 F. 
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习题 3-16 图 


3-17 ”如 习题 3-17 图 所 示 ， 正 方形 截面 的 混凝土 立柱 被 浇筑 在 正方 形 混凝土 基板 上 。 已 
知 立柱 的 截面 边 长 a = 0. 2 m， 基 板 的 边 长 5 = 1 m， 立 柱 承受 的 轴 向 载荷 下 = 100kN， 混 
凝 土 基板 的 许 用 切 应 力 [可 = 1.5 MPa。 假 设 地 基 对 基板 的 支 座 反 力 均匀 分 布 ， 试 求 混凝土 
基板 的 最 小 厚度 +。 





习题 3-17 
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3-18 如 习题 3-18 图 所 示 ， 两 块 宽度 不 同 的 钢板 用 两 条 侧 边 贴 角 焊 缝 搭 接 在 一 起 。 已 知 
焊 缝 厚度 为 10 mm， 焊 缝 的 许 用 切 应 力 [т]= 100 MPa， 钢 板 所 受 轴 向 载荷 下 = 240 КЧ, 
HEREKE L 





习题 3-18 图 
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在 工程 实际 中 ， 有 很 多 承受 扭转 变形 的 构件 。 例 如 ， 图 4-1 所 示 的 汽车 转向 
轴 ， 当 汽车 转向 时 ， 驾 驶 员 通 过 方向 盘 在 转向 轴 的 上 端 
作用 一 力 偶 (F,F' )， 转 向 轴 的 下 端 受到 来 自 于 转向 器 
的 阻力 偶 的 作用 ; 图 4-2 所 示 的 攻 丝 丝锥 ， 当 钳工 攻 螺 
纹 时 ， 通 过 手柄 在 锥 杆 的 上 端 作 用 一 力 偶 CFF), E 
杆 的 下 端 受到 工件 的 反 力 偶 的 作用 。 在 上 述 力 偶 的 作用 
下 ， 汽 车 转向 轴 、 攻 丝锥 杆 都 将 发 生 扭 转变 形 ， 其 力学 
模型 如 图 4-3 所 示 。 可 以 看 出 ， 扭 转变 形 的 受 力 特点 是 : K 
杆 件 受到 作用 面 与 其 轴线 垂直 的 外 力 偶 的 作用 ;变形 特 айы. 
点 是 : 杆 件 各 横 截 面 绕 其 轴线 发 生 相 对 转动 。 主 要 承受 图 41 
扭转 变形 的 杆 件 称 为 轴 。 








图 4-2 图 4-3 


本 章 主要 研究 等 截面 圆 轴 的 扭转 问题 ， 并 对 非 圆 截 面 杆 的 扭转 作 了 简要 
ж. 
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Жон 外力 偶 矩 的 计算 ， HAR S HLA 


一 、 外 力 偶 矩 的 计算 


研究 圆 轴 扭 转 的 强度 和 刚度 问题 ， 首 先 需 要 知道 作用 在 轴 上 的 外 力 偶 矩 的 
大 小 。 但 对 于 工程 中 广泛 使 用 的 传动 轴 ， 作 用 在 轴 上 的 外 力 偶 矩 往 往 并 不 直接 
给 出 ， 通 常 是 已 知 传动 轴 的 转速 和 所 传递 的 功率 。 此 时 ， 需 要 根据 功率 和 转速 
来 求 出 作用 于 轴 上 的 外 力 偶 矩 。 

设 传动 轴 所 传递 的 功率 为 P， 转 速 为 nx。 根据 动力 学 知识 ， 作 用 于 轴 上 的 力 
偶 的 功率 Р 等 于 该 力 偶 的 矩 М, 与 传动 轴 角 速度 о 的 乘积 , БІ 


Р = М, (а) 
若 轴 所 传递 功率 已 的 单位 为 kW， 转速 的 单位 为 r/min， 则 式 (а) 成 为 
| Рх10: = М.Х2хх< (b) 
”由 式 b) 整理 即 得 外 力 偶 矩 与 功率 、 转 速 之 间 的 换算 关系 式 
(м... = 9549 1 (4-1) 


п) ма 
由 上 式 可 知 ， 轴 所 承受 的 外 力 偶 矩 与 所 传递 的 功率 成 正比 ， 与 转速 成 反比 。 
这 意味 着 ， 在 传递 同样 的 功率 时 ， 低 速 轴 所 受 的 外 力 偶 矩 要 比 高 速 轴 大 。 因 此 
在 传动 系统 中 ， 低 速 轴 都 要 比 高 速 轴 粗 一 些 。 


=. #Ж 


在 求 出 外 力 偶 矩 后 ， 即 可 用 截面 法 来 确 
定 轴 横 截面 上 的 内 力 。 以 图 4-4a 所 示 圆 轴 为 
例 ， 假 想 在 轴 的 任 一 截面 a 一 n 处 将 轴 截 开 ， 
分 成 两 段 ， 并 取 其 中 任 一 段 EBD A 
究 对 象 ， 如 图 4-4b 所 示 。 因 为 整个 轴 是 平 
衡 的 ， 所 以 截取 的 任意 一 段 也 应 平衡 。 由 平 
衡 原理 易 知 ， 在 截面 nn 上 必然 存在 一 个 
内 力 偶 ， 这 个 内 力 偶 的 矩 称 为 扭矩 ， 用 符号 
工 表示 。 由 平衡 方程 > ，M， = 0， 即 得 扭矩 

Т = М, 

如 取 右 段 为 研究 对 象 〈 见 图 4- 4с), W 

求 得 的 扭矩 与 上 述 从 左 段 求 得 的 扭矩 大 小 相 е яч 
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等 ， 转 向 相反 ， 它 们 之 间 是 作用 与 反作用 的 关系 。 为 了 使 分 别 从 左 、 右 两 段 求 
得 的 同一 截面 上 的 扭矩 的 正 负 号 也 相同 ， 对 扭矩 的 正 负 号 作 如 下 规定 : 按 右手 
螺旋 法 则 将 扭矩 用 矢量 表示 ， 若 矢量 方向 与 截面 的 外 法 线 方 向 一 致 ， 则 扭矩 为 
E; 反之 为 负 。 亦 即 ， 以 右手 四 指 握 向 表示 扭矩 转向 ， 若 大 拇指 指向 与 截面 的 
外 法 线 方向 一 致 ， 则 扭矩 为 正 ; 反之 为 负 。 按 此 规则 ， 图 4-4 中 nn 一 n 截面 上 的 
扭矩 ， 不 论 取 哪 一 部 分 来 研究 ， 都 为 正 值 。 


三 、 扭 矩 图 


当 圆 轴 上 同时 受 几 个 外 力 偶 作用 时 ， 各 段 轴 横 截面 上 的 扭矩 将 不 相同 。 为 
了 表明 扭矩 随 截面 位 置 的 变化 情况 ， 确 定 最 大 扭矩 及 其 所 在 截面 的 位 置 ， 通常 
需要 绘制 扭矩 图 。 扭 矩 图 的 画 法 与 轴 力 图 类 似 ， 即 以 平行 于 轴 的 轴线 方向 取 坐 
标 хт 表示 横 截 面 的 位 置 ， 以 垂直 于 轴 的 轴线 方向 取 坐 标 T 表 示 相 应 截面 上 的 所 
E, H EEE RRE х Я Е7. 

【 例 4-1] 某 传动 轴 如 图 4-5a 所 示 ， 已 知 主动 轮 A 的 输入 功率 PA = 10 kW， 从 动 轮 B 
与 C 的 输出 功率 分 别 为 P， = 4kW 与 Pe = 6 КУ, 传动 轴 的 转速 n = 500 r/min。 试 计算 轴 
的 扭矩 ， 并 画 出 扭矩 图 。 


pi een 
“in ee га 


图 4-5 





E: D HRIBE 
根据 式 (4-1). HERA, В, С 上 的 外 力 偶 矩 分 别 为 


M.a = 9549 г. - 9549х 20- Меш-191.0Мт 





Шаты», юш ==. бш 


Me = #508 © = бик өш - ШЕМ еш 
п 500 





传动 轴 的 计算 简 图 如 图 4-5b ж. 
(2) 计算 扭矩 
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由 轴 上 的 外 力 偶 情况 可 知 ，AB 段 与 AC 段 的 扭矩 是 不 同 的 ， 应 分 段 用 截面 法 计算 。 假 设 
АВ БИНЕ T, АС БИНЕ Т; 均 为 正 值 〈 分 别 见 图 4-5d、e)， 由 平衡 方程 
Ті--Ма--0 
-Т;--М.с--0 


Т, = -Мв- -76.4 Мет 
T: = Mec = 114.6 3№• т 
Т, 的 计算 结果 为 负 ， 表 明 АВ 段 扭矩 的 实际 转向 与 图 中 假设 转向 相反 ， 即 为 负 值 扭矩 
Т» 的 计算 结果 为 正 ， 则 表明 АС 段 扭矩 的 实际 转向 与 图 中 假设 转向 相同 ， 即 为 正 值 扭矩 。 
(3) MAER | 
根据 上 述 计 算 结果 ， 按 照 作 图 规则 ， 作 出 该 传动 轴 的 扭矩 图 如 图 4-5с 所 示 。 由 图 可 见 ， 
最 大 扭矩 发 生 在 AC 段 ， 为 


Tmax = 114.6 N • m 


【 例 4-2] 如 图 4-6а 所 示 ， 已 知 钻探 机 的 输入 功率 三 = 12kW, 转速 n = 180 r/min, Ж 
杆 钻 人 土 层 的 深度 1 = 50 m。 如 果 土 壤 对 钻 杆 的 阻力 可 看 成 是 沿 杆 轴 均 布 的 力 偶 ， 试 作 钻 杆 
的 扭矩 图 。 


хі 


636.6 





Т/М«т 





ін: O 计算 外 力 偶 矩 
根据 式 〈4-1)， 钻 杆 项 部 作用 的 外 力 偶 矩 


Me 一 9549 г = 9549X 


(2) 计算 分 布 力 偶 矩 集 度 
因为 土壤 对 钻 杆 的 阻力 偶 沿 着 杆 轴 均 匀 分 布 ， 故 分 布 力 偶 矩 集 户 〈 单 位 长 度 上 的 力 偶 矩 ) 


_ М, _ 636.6 
ш 1 50 





12 КЛ 
180 М‘ m= 636.6 N т 


№ • m/m = 12.7 N ° m/m 


(з) FHER 
由 截面 法 ， 易 得 距 钻 杆 底 端 z 处 截面 上 的 扭矩 ( 见 图 4-6b) 


Т(х) = —mex 
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即 扭矩 了 与 zx 为 线性 关系 。 由 此 ， 即 可 作出 钴 杆 的 扭矩 图 如 图 4-6c 所 示 。 由 图 知 ， 扭 矩 的 最 
大 值 为 
|T lma = 636. 6 Мет 
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一 、 薄 壁 圆 管 的 扭转 切 应 力 


首先 ， 研 究 一 种 较为 简单 的 情况 : 薄 壁 圆 管 扭转 时 横 截面 上 的 应 力 。 薄 壁 
圆 管 系 指 壁 厚 т 与 平均 半径 R 的 比值 :/R < 1/10 的 空心 圆 轴 ( 见 图 4-7a) 。 

图 4-7a 所 示 为 等 厚薄 壁 圆 管 ， 为 了 观察 其 扭转 变形 情况 ， 首 先 在 其 表面 画 
上 纵向 线 和 圆周 线 ， 然 后 在 圆 管 两 端 施加 一 对 大 小 相等 、 转 向 相反 的 矩 为 Me 的 
外 力 偶 ， 使 其 产生 扭转 变形 。 观 察 发 现 : 变形 后 ， 各 圆周 线 保 持 形 状 不 变 ， 绕 
轴线 作 相 对 转动 ; 各 纵向 线 均 倾斜 一 微小 角度 Y， 使 得 原先 由 纵向 线 和 圆周 线 组 
成 的 矩形 变 成 了 平行 四 边 形 ( 见 图 4-7b); 圆 管 沿 轴线 的 长 度 不 变 。 这 表明 ， 当 
薄 壁 圆 管 扭转 时 ， 其 横 截 面 上 没有 正 应 力 c， 而 只 有 切 应 力 r。 因 管 壁 的 厚度 * 
很 小 ， 可 以 假设 切 应 力 + 沿 壁 厚 不 变 ， 又 因 在 同一 圆周 上 各 点 情况 完全 相同 ， 故 
横 截 面 上 各 点 的 切 应 力 + 均 相等 。 显然， 横 截 面 上 切 应 力 т 的 合成 结果 应 等 于 该 
截面 上 的 扭矩 了 СЛ 4-7c)， 即 有 

2тЁт,т,®=Т 
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从 而 得 到 薄 壁 圆 管 横 截 面 上 各 点 的 扭转 切 应 力 为 


т= 2 (4-2) 


二 、 切 应 力 互 等 定理 


从 薄 壁 圆 管 上 取出 一 微小 的 立方 体 ( 称 为 单元 体 );， 其 中 x、y、z 轴 分 
别 沿 其 轴 向 、 周 向 、 径 向 ， 如 图 4-7d 所 示 。 当 薄 壁 圆 管 扭转 时 ， 此 单元 体 
的 左 、 右 两 侧面 上 的 切 应 力 t+ 的 合力 rdydz 的 大 小 相等 、 方 向 相反 ， 组 成 一 
个 力 偶 ， 其 力 偶 矩 为 (rdydz) dx。 为 了 平衡 这 一 力 偶 ， 此 单元 体 的 上 、 下 面 
上 也 必然 存在 着 切 应 力 兴 ， 组 成 一 个 转向 相反 、 矩 为 (т dede) dy 的 力 偶 。 
由 平衡 方程 | 

УУМ, -0. 一 (rdydz)drz 十 (rdzdz)dy = 0 
可 知 ，r 与 r 的 大 小 相等 。 

于 是 ， 有 结论 : 在 单元 体 两 个 互相 垂直 的 平面 上 ， 切 应 力 必 然 成 对 出 现 ， 
其 大 小 相等 ; 方向 垂直 于 两 平面 的 交 线 ， 指 向 相对 或 相 悼 。 这 就 是 在 第 二 章 中 
曾 介 绍 过 的 切 应 力 互 等 定理 。 


三 、 切 应 变 与 剪 切 胡 克 定律 


如 图 4-7e 所 示 ， 在 切 应 力作 用 下 ， 单 元 体 的 相对 两 侧面 发 生 微小 的 相对 错 
动 ， 使 原来 互相 垂直 的 两 个 平面 的 夹 角 改 变 了 一 个 微量 y， 这 个 直角 的 改变 量 у 
称 为 切 应 变 或 角 应 变 ， 它 可 以 表征 切 应 力 引 起 的 变形 。 由 图 4-7b 可 见 ， 若 9 为 
圆 管 两 端面 的 相对 扭转 角 ，/ 为 圆 简 的 长 度 ， 则 切 应 变 у 为 





у= ке (4-3) 


试验 表明 ， 当 切 应 力 т АЙНИ ЕНУ ВУ И ҤЕ ИЖ с, 时 ， 切 应 变 7 与 切 应 
力 r 成 正比 ， 即 有 
y= G (4-4) 
该 式 称 为 剪 切 胡 克 定律 。 式 中 ， 比 例 因 数 G 为 材料 常数 ， 称 为 切 变 模 量 。 切 变 
模 量 与 应 力 具 有 同样 量 纲 ， 因 其 数值 较 大 ， 一 般 采 用 单位 GPa. 
理论 分 析 和 试验 结果 都 表明 ， 材 料 的 三 个 弹性 常数 ， 弹 性 模 量 Е. ЗАРЕ 
和 切 变 模 量 G 之 间 存 在 着 下 列 关 系 式 : 





(4-5) 
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四 、 圆 轴 扭 转 时 的 应 力 


下 面 讨论 一 般 圆 轴 扭 转变 形 时 横 截 面 上 的 应 力 。 如 图 4-8a 所 示 ， 当 一 般 圆 
轴 发 生 扭 转变 形 时 ， 可 以 观察 到 与 薄 壁 圆 管 扭转 变形 时 相似 的 情况 ， 即 

(1) 各 圆周 线 绕 轴线 相对 转动 一 个 
角度 ， 但 大 小 、 形 状 及 相互 间距 不 变 ; 

(2) 各 纵向 线 都 倾斜 同一 角度 у, 
使 得 原来 的 矩形 变 成 平行 四 边 形 。 

根据 上 述 现象 ， 对 扭转 圆 轴 的 变形 
作出 如 下 假设 : 圆 轴 扭转 变形 时 ， 横 截 
面 仍 保持 为 平面 ， 形 状 、 大 小 与 间距 均 
Ж, 各 横 截面 如 同 刚性 圆 盘 一 样 ， 绕 
轴线 作 相 对 转动 。 这 称 为 圆 轴 扭 转 时 的 
平面 假设 。 

为 了 进一步 了 解 圆 轴 扭转 时 截面 上 
各 点 的 变形 情况 ， 用 相距 为 dz 的 两 个 
横 截 面 ， 以 及 夹 角 无 限 小 的 两 个 纵向 截 
面 ， 从 轴 内 切取 一 横 形 体 ( 见 图 4-8b) 。 
根据 平面 假设 ， 棉 形体 的 变形 如 图 中 虚 
线 所 示 ， 轴 表面 的 矩形 ABCD 变 为 平 М 
行 四 边 形 ABC’D’， 距 轴线 о 处 的 任 一 图 4-8 
ЖЕ abcd 变 为 平行 四 边 形 абс а”, ЫП 
均 在 垂直 于 半径 的 平面 内 产生 剪 切 变形 。 

设 上 述 棉 形体 左 、 右 两 横 截 面 间 的 相对 扭转 角 为 do, EE арса 的 切 应 变 为 
y,， 由 几何 关系 得 切 应 变 


аа” а а 


在 线 弹性 范围 内 ， 根 据 剪 切 胡 克 定 律 ， 即 得 横 截 面 上 相应 点 的 切 应 力 











= б, = 64, (b) 


жер, 为 该 点 到 圆心 的 距离 。 对 于 给 定 的 截面 ，G 92 为 常量 ， 故 有 结论 ， 扭 转 


圆 轴 横 截面 上 各 点 的 切 应 力 与 点 到 圆心 的 距离 成 正比 ， 方 向 垂直 于 该 点 的 半径 
LE 4-9) 。 实 心 轴 与 空心 轴 的 扭转 切 应 力 分 布 情况 分 别 如 图 4-10a 与 图 4-10b 
所 示 ， 在 截面 边缘 处 ， 扭 转 切 应 力 取 得 最 大 值 。 
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图 4-59 图 4-10 


式 ( 给 出 了 扭转 圆 轴 横 截 面 上 的 切 应 
力 分 布 规律 ， 但 还 无 法 用 于 实际 计算 ， 因 为 圆 


轴 的 单位 长 度 扭转 角 92 尚 不 知道 。 要 解决 此 问 


题 ， 还 需 从 静 力 学 方面 加 以 分 析 。 如 图 4-11 КЕЗІ 
所 示 ， 在 距 圆心 о 处 的 微 面积 d44 上 , 作用 有 o 
微 前 力 rud4， 其 对 圆心 O 的 矩 为 pr,dA。 整 个 
横 截 面 上 所 有 微 前 力 对 圆心 О 的 矩 的 总 和 应 等 
于 该 截面 上 的 扭矩 工 ， 即 有 





T= | oraa (с) 
Жақ (Ы 代 和 人 上 式 ， 有 
zz de 244 -c %%| г 
T Ге р дА = С df 。 dA са» 


аыр f oaa, 则 有 





Т==б1, i (е) 
由 此 ， 得 扭转 圆 轴 的 单位 长 度 扭转 角 


A, 1, 称 为 圆 截 面 对 圆心 О 的 极 惯 性 矩 ， 在 国际 单位 制 中 ， 其 单位 为 m'  。 式 
(4-6) 可 用 来 计算 扭转 圆 轴 的 变形 ， 将 在 下 一 节 中 详细 讨论 。 
将 式 (4-6) 代入 式 (b)， 最 后 得 到 一 般 圆 轴 扭 转 时 横 截 面 上 切 应 力 的 计算 
公式 
т = Т (4-7) 


ER (4-7) 中 ， 取 。 二 D/2， 即 得 扭转 切 应 力 的 最 大 什 





те (4-8) 
ж, 
1, 
'= туў (4-9) 


称 为 抗 扭 截面 系数 ， 它 在 国际 单位 制 中 的 单位 为 mi。 
经 验 表明 ， 扭 转 时 的 平面 假设 对 于 圆 轴 才 成 立 。 因 此 , 式 (4-6) 一 式 
(4-8) 只 适合 于 扭转 贺 轴 ， 且 材料 服从 于 胡 克 定律 的 情况 。 


五 、 极 惯性 矩 和 抗 扭 截面 系数 的 计算 


极 惯 性 矩 Т, 和 抗 扭 截面 系数 W, 都 是 截面 图 形 的 几何 性 质 ， 它 们 取决 于 截 
面 的 形状 和 大 小 。 
对 于 实心 圆 轴 ， 如 图 4-12a 所 示 ， 取 微 面积 dA = 2xodo， 代 入 极 惯性 矩 的 


定义 式 I = | pzdA 并 积分 ， 得 其 极 惯性 甜 为 


D/2 4 
1, =Í 2 Олодр) = 557 (4-10) 


抗 扭 截面 系数 为 








(4-11) 















“1 





图 4-12 


对 于 内 径 为 4、 外 径 为 DD 的 空心 圆 轴 ( 见 图 4-12b)， 同 理 得 其 极 惯性 矩 为 
= DiS 5 Е) АР ЮЕ” 7 
І, = ИС (27рӣр) = ЕЕС t= (4-12) 


抗 扭 截面 系数 为 


~ 
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W, = E Р (1-а) (4-13) 
AF, а = d/[/D， 为 空心 圆 轴 的 内 外 径 比 值 。 

【 例 4-51 如 图 4-13 所 示 ， 圆 轴 AB 的 AC 
段 为 空心 ，CB 段 为 实心 。 已 知 р = 30 mm, 
а = 20 mm， 圆 轴 传 递 的 功率 P = 7.5 М, $ 
Ж п = 360 r/min。 试 分 别 求 出 AC 段 、CB 段 的 


最 大 与 最 小 切 应 力 。 








м: (1) 计算 扭矩 
由 式 〈4-1)， 轴 所 受 的 外 力 偶 矩 为 
зо уд ЖЫЙ ыжы быы | 
М. = 9549-— = 9549X zag М m = 198.9 N *m 


т 


显然 ， 任 一 截面 扭矩 
Т = М. = 198.9 №. т 














(2) HAIR REE 
АСВА АВЖ 
In = 0р4) = Æ (30—20) «1071 пі = 6.38 Х1078 mt 
32 32 
СВ 段 的 极 惯性 矩 
ks = 10 = 22 430° X107” mt =7.95Х107® mt 
(3) 计算 切 应 力 
AC 段 的 最 大 与 最 小 切 应 力 分 别 为 
КӨШЕ 2: ЖЕ 198.9 30х 107 Р ЕТТЕ 
©, 1-5 (саах-”х Е ) Pa 46.8Х10% Ра = 46.8 MPa 
Қа Ж сс 198.9 20Х107% м. қ. 
&=т-% (= саи ра 31. 2X10° Ра = 31.2 MPa 
СВ 段 的 最 大 与 最 小 切 应 力 分 别 为 
МӘКЕ Ж, 198.9 з0Х10 _ қ МЕ; 
ъ= г- (ғ КЕ ) Pa 37. 5X10° Pa = 37.5 MPa 


СВ: ж 
Tmin 一 0 





第 四 节 ”扭转 圆 轴 的 强度 计算 
圆 轴 扭 转 时 ， 为 保证 安全 ， 轴 内 产生 的 最 大 扭转 切 应 力 rw 不 能 大 于 材料 的 许 用 扭转 切 


应 力 [zj， 故 扭转 圆 轴 的 强度 条 件 为 
(1 


т, == “ЮУ [т] (4-14) 


тах 
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利用 上 述 强度 条 件 ， 即 可 解决 工程 中 扭转 圆 轴 的 强度 计算 问题 。 举 例 说 明 如 下 : 


[ 14-4] 如 图 4-14a тт, 已 知 阶梯 轴 
АВ 段 的 直径 di = 80 mm，BC 段 的 直径 d: = 
56 mm， 外 力 偶 矩 М = 5 КЧ m М; = 
3.2kN.m、M = 1.8kN。m， 材 料 的 许 用 捏 
转 切 应 力 [т1= 60 MPa。 试 校 核 该 轴 的 强度 。 


























м. (1) {НЕ ТЛ: ті 
由 截面 法 求 得 AB 段 、BC 段 的 扭矩 分 别 为 
т, =—М, =—503:п, Т =—М,=—#ОМ,ш ен 
作出 扭矩 图 如 图 4-14b 所 示 。 1800 
(2) 校 核 强度 77 
因 两 段 轴 的 扭矩 、 直 径 均 不 相同 ， 故 需要 b) 
分 别 进行 强度 校 核 。 图 4-14 
АВ В: том 2. 5X10 Pa = 49.7X108 Pa = 49.7 MPa = [r] 
tl т 3 
160 08 
ВС 8, 18, g 810° Pa = 52, 25108 Pa = 52. 2 MPa < [г] 
2 T X0. 056? 


16 
所 以 ， 该 轴 的 强度 满足 要 求 。 





(21451 某 汽车 传动 主轴 采用 无 颖 钢管 制作 。 已 知 该 轴 传 递 的 最 大 转 矩 Me = 1.5 kN • ш, 
钢管 的 许 用 扭转 切 应 力 [rj 二 60 MPa。 若 规定 钢管 的 内 外 径 比 a = 0. 9， 试 确定 钢管 的 外 径 


ОЦК 1, 
т. D 计算 扭矩. 
轴 任 意 横 截面 上 的 扭矩 均 为 
T=M.=1.5kN.m 
(2) 强度 设计 
根据 扭转 圆 轴 强度 条 件 
得 钢管 外 径 


D >> 71.8 mm 
故 取 钢管 的 外 径 了 = 72 mm， 壁 厚 上 一 + Daa = 3, 6 mm, 





【 例 4-61 如 把 上 例 中 的 传动 轴 改 为 实心 轴 ， 并 要 求 它 与 原来 的 空心 轴 强 度 相 同 ， 试 确 
定 其 直径 ， 并 比较 实心 轴 和 空心 轴 的 重量 。 
解 : (1) 确定 实心 轴 直 径 
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由 于 扭矩 T 和 许 用 扭转 切 应 力 [т1 不 变 ， 故 要 求实 心 轴 与 空心 轴 强 度 相同 ， 


扭 截面 系数 W 相等 即 可 。 设 实心 轴 直 径 为 Do MWE- 
Wy dN га 
gD = Dla) = 


2490 


3 ж 4 3 
16512 X (1—0.9*') mm 


由 此 解 得 
D, = 50.4 mm 
(2) 比较 实心 轴 与 空心 轴 的 重量 
实心 轴 横 截面 面积 为 
Ау = TD = 3 X50. 4? mm? = 1995. 0 тт? 
空心 轴 横 截面 面积 为 


А = 2201—02) = У Х722 Х(1—0. 9°) пп? = 773.6 ш? 


只 需 其 抗 


在 两 轴 长 度 相等 、 材 料 相 同 的 情况 下 ， 两 轴 重 量 之 比 就 等 于 横 截 面 面 积 之 比 ， 得 


А _ 773.6 пп” _ 5 1 
A Rd үст т 0.388 = 38.8% 


3 计算 结果 显示 ， 在 强度 相同 的 情况 下 ， 空 心 轴 的 重量 仅 为 实心 轴 的 
: 38.8%， 其 减轻 重量 、 节 约 材 料 的 效果 非常 明显 。 这 是 因为 担 转 国 轴 横 
: 截面 上 的 切 应 力 沿 半径 呈 线 性 分 布 ， 轴 心 附近 的 切 应 力 很 小 ， 如 采用 实 
: 心 册 ， 则 不 能 充分 发 挥 材料 的 强度 效能 。 改 为 空心 册 后 ， 相 当 于 把 实心 
: 轴 轴 心 附近 的 材料 向 边缘 转移 ， 从 而 增 大 了 截面 的 I, 和 W,， 提 高 了 轴 的 
: 抗 捏 强度 。 因 此 ， 一 些 大 型 轴 或 对 于 减轻 重量 有 较 高 要 求 的 轴 ， 通 常 做 
成 空心 的 。 但 需 注意 ， 空 心 轴 的 壁 厚 也 不 能 过 薄 ， 否 则 会 因 发 生 局 部 争 


折 而 降低 其 承载 能 力 。 


о#ФсоФсоФсоФоосФооФооФооФосФооФосоФОоФсоФоосФооФссФсоФәсФосФосФооФсоФоосФооФосФосФосФООФосФосФсоФосФосФосФссФосФо 


第 五 节 扭转 圆 轴 的 变形 与 刚度 计算 


一 、 扭 转角 


%22%922922922%22%22922922%22%с22ө22%22%25ө2сж-сФ 


扭转 圆 轴 的 变形 可 用 横 截面 绕 轴 线 相对 转动 的 角度 即 扭转 角 ф 来 描述 。 由 


式 (4-6) 知 ， 圆 轴 扭 转 时 的 单位 长 度 扭 转角 


由 此 得 相距 为 dz 的 两 截面 间 的 相对 扭转 角 


dp - dT 
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对 上 式 积分 ， 即 得 相距 为 7 的 两 截面 间 的 相对 扭转 角 
= | dp =| 2 dy (4-15) 


ЯШЕ TAKERS ТАА Н, НЕХЖМЕЯНЕЖІ 的 两 截面 间 的 相 
对 扭转 角 为 





ка ЛЕ ы 
#= аг (4-16) 


上 式 表 明 ， 扭 转角 p УСІ, REHE, СІ, 越 大 ， 扭 转角 p WR, GI, 反映 了 杆 
对 扭转 变形 的 抗力 ， 故 称 为 杆 的 抗 扭 刚 度 。 

在 国际 单位 制 中 ,扭转 角 р 的 单位 为 弧度 (rad)， 其 正 负 号 规定 与 扭矩 
的 正 负 号 规定 保持 一 致 。 

在 计算 扭转 角 时 ， 如 果 扭 矩 或 轴 的 直径 或 材料 分 段 不 同 ， 则 应 根据 式 (4-16) 
分 段 计算 各 段 的 扭转 角 ， 然 后 再 求 其 代数 和 ， 即 有 


Ф = Xe = = х (8) (4-17) 

【 例 4-71 如 图 4-15 所 示 ， ІТ AC 的 半 长 

і-2т, WREE 1, = 3.0 X10”mm*， 切 变 模 量 

G = 80 СРа, З 18 М.л = 180 № • т, Ma = 

320 №• т, М.с = 140 N。m。 试 计算 其 C 截面 相对 于 
А 截面 的 扭转 角 pico 











解 : (1) 计算 扭矩 
由 截面 法 ， 得 АВ 段 与 BC 段 的 扭矩 分 别 为 
Tas = 180 №3 • т, Твс = — 140 № • т 
(2) 计算 扭转 角 
由 式 (4-16), 得 АВ: Б ВС 段 的 扭转 角 分 别 为 
Tasi 180X 2 ` 
Фан 7 СІ, = 30X10 x3. 0X10 x107 784 = 1. 50X107? rad 
Tet = —140х2 





Фе“ Gle 80X10 з, 0X10 x10 7 184 = -1.17Х107 rad 


所 以 ， 该 轴 С 截面 相对 于 A 截面 的 扭转 角 为 
Pac = Pan Фс = (1. 50107 —1. 17 Х107°) rad = 0. 33X107? тай = 0. 189° 





【 例 4-81 如 图 4-16a 所 示 ， 圆 轴 АВ 承受 均 布 外 力 偶 作 用 ， 其 力 偶 矩 集 度 m。 = 20М» m/m, 
已 知 轴 的 直径 d = 20mm, 长度/ = 2m， 切 变 模 量 G = 80 GPa。 试 画 出 此 轴 的 扭矩 图 ， 并 
计算 其 自由 端面 B 相对 于 固定 端面 A 的 扭转 角 。 

解 : (1) 作 扭矩 图 

用 截面 法 ,在 距 A mr 处 将 轴 截 开 ， 如 图 4-16b 所 示 ， 根 据 右 段 的 平衡 条 件 ， 得 zx 截面 
上 的 扭矩 为 
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эъ СП 
Ix В 
а) b) 





图 4-16 


Т--пт.(4-л)--20Х(2-л) Мет 
Г, ЖАЯТ х 的 线性 函数 ， 由 此 作出 轴 的 扭矩 图 如 图 4-16c 所 示 ， 固 定 端面 A 处 的 扭矩 
值 最 大 ， 为 40 N，m。 
(2) 计算 扭转 角 
由 于 扭矩 工 随 z 连续 变化 ， 故 由 积分 形式 的 计算 公式 ， 即 式 〈4-15)， 得 自由 端面 吾 相 
对 于 固定 端面 A 的 扭转 角 


=f T eped а) атй 
Фав 一 


== н 2 As 6 
«СГ, i СЇ, 2СІ, 3.18 X 10° гаа = 1. 82 





二 、 扭 转 圆 轴 的 刚度 条 件 


有 的 轴 类 零件 在 工作 中 如 果 担 转 变形 过 大 ， 会 影响 机 器 的 加 工 精度 或 产生 
扭转 振动 。 因 此 ， 为 了 保证 正常 工作 ， 对 此 类 轴 除 了 有 强度 方面 的 要 求 ， 还 有 
刚度 方面 的 要 求 ， 即 要 对 轴 的 扭转 变形 加 以 限制 。 工 程 上 通常 规定 ， 这 类 轴 的 
最 大 单位 长 度 拍 转 角 |y | 不 应 超过 某 个 规定 的 许 用 值 [yg ]， 即 所 转 辆 轴 的 网 
度 条 件 为 
[Фф 1 = < [е] (4-18) 
Жон, Ге] 为 轴 的 许 用 单位 长 度 扭转 角 。 各 种 轴 类 零件 的 许 用 单位 长 度 扭转 角 
[yg ] 可 从 有 关 设计 规范 中 查 到 
TER, [p] 的 单位 习惯 采用 "/m ( 度 / 米 ); 而 在 国际 单位 制 中 ， 单 位 长 
度 扭 转角 多 的 单位 为 rad/m 《弧度 / 米 )。 因 此 ， 在 应 用 式 (418) 进行 扭转 加 办 
的 刚度 计算 时 ， 必 须 统一 单位 ， 即 有 
а ЗГА C4-19) 
【 例 4-9】 某 传动 轴 如 图 4-17a Ж, 已 知 主动 轮 输入 功率 Pc = 30 kW， 从 动 辊 输出 功 
ЖРА =5kW, Ps = 10К\/, Po = 15 kW， 轴 的 额定 转速 = 300 r/min， 切 变 模 量 G = 
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80 GPa， 许 用 扭转 切 应 力 [т]= 40 MPa， 许 用 单位 长 度 扭转 角 Ге = T/m。 试 按 强度 条 件 
及 刚度 条 件 设计 此 轴 直 径 。 





TN:m 477.45 


159.15 


解 : D 计算 外 力 偶 矩 
нж 〈4-1) ， 得 外 力 偶 矩 
5 


Ma 一 9549 义 500 N * т = 159. 15 N + m 


Ms = 9549X 10. №. m = 318.3N ° m 


300 
М,с = 9549 30. №. m = 954,9 NE 
Ы 300 ! 
| К 15 Е 
М. = 9549X №. m = 477. 45 Мет 


(2) ЕЖ 

用 截面 法 ， 求 得 各 段 轴 的 扭矩 ， 并 作出 扭矩 图 如 图 4-17b 所 示 。 由 图 可 知 ， 最 大 扭矩 发 
ТЕ BC 段 和 CD B, KIT | ma = 477. 45 N。m。 

(3) 按 强度 条 件 设 计 轴 的 直径 

根据 扭转 圆 轴 的 强度 条 件 


16|Ті|һх 
Tmax 一 W, таў < [т] 





得 轴 的 直径 


3 3 
161171; /16Х477.5 ._ ЕЕ. 
а 之 Е х0 105 ™ 39.3Х10 m = 39. 3 mm 


(4) 按 刚度 条 件 设计 轴 的 直径 
根据 扭转 圆 轴 的 刚度 条 件 
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оке IT |max „180° 321ТІһь 
аа п Ска 





x 180 < Г 10у 
得 轴 的 直径 


4 5 4 5 
X А А 
4 > „Шш И 二 ‚Быт ER ктер 








л°х80х10°х1° 
综 上 所 述 ， 应 取 此 轴 直 径 4 = 44 тт. 





ЖА 非 圆 截 面 杆 扭转 简介 


受 扭转 的 杆 件 除 常见 的 圆 轴 外 ， 工 程 上 有 时 也 会 遇 到 非 圆 截面 杆 的 扭转 问题 。 

试验 表明 ， 非 圆 截 面 杆 件 扭转 后 ， 横 截面 不 再 保持 为 平面 ， 而 是 变 为 曲面 
CLE 4-18) 。 这 一 现象 称 为 竹 曲 ， 它 是 非 圆 截面 杆 扭 转 的 一 个 重要 特征 。 对 于 
非 圆 截面 杆 的 扭转 ,平面 假设 已 不 再 成 立 。 因 此 ， 前 面 利用 平面 假设 导出 的 扭 
转 圆 轴 的 应 力 、 变 形 公式 ， 对 非 圆 截面 杆 均 不 再 适用 。 

非 圆 截面 杆 的 扭转 可 分 为 自由 扭转 和 约束 扭转 。 扭转 时 ， 若 杆 件 两 端 不 受 
约束 ， 横 截面 的 犹 曲 不 受 任何 限制 ， 即 为 自由 扭转 。 此 时 ， 杆 各 横 截 面 的 考 曲 
程度 相同 ， 纵 向 纤维 长 度 无 变化 ， 故 横 截 面 上 没有 正 应 力 ， 只 有 切 应 力 。 
图 4-19a 所 示 为 工 字 钢 的 自由 扭转 。 若 扭转 杆 件 受到 约束 ， 横 截面 的 起 曲 受到 限 
制 ， 则 为 约束 扭转 。 约 束 扭转 的 特点 是 杆 件 各 横 截 面 的 撼 曲 程度 不 同 ， 纵 向 纤 
维 的 长 度 发 生 改 变 ， 导 致 横 截面 上 不 但 有 切 应 力 ， 还 有 正 应 力 。 图 4-19b 所 示 为 
工 字 钢 的 约束 扭转 。 经 验 表 明 ， 对 于 实心 截面 杆 件 ， 约 束 扭转 产生 的 正 应 力 一 
般 很 小 ， 可 略 去 不 计 ， 故 仍 可 按 自由 扭转 处 理 ， 但 对 东 壁 截面 杆 件 〈( 如 工 字 
Ж), ， 因 约束 扭转 引起 的 正 应 力 较 大 ， 不 可 忽略 ， 故 必须 按 约束 扭转 处 理 。 














АСУ 
b) 
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一 、 和 矩形 截面 杆 件 的 自由 扭转 


弹性 力学 理论 分 析 表 明 : 矩形 截面 杆 自由 扭转 时 ， 横 截面 土 的 切 应 力 分 布 
有 以 下 特点 〈 见 图 4-20); 

(1) 横 截 面 边 缘 各 点 处 的 切 应 力 平行 于 截面 周边 ， 
切 应 力 形成 与 边界 相 切 的 “环流 ”。 

(2) 截面 四 个 角 点 处 的 切 应力 等 于 零 。 

(3) 截面 内 最 大 切 应 力 rw。 发生 在 截面 长 边 的 中 点 
处 ， 其 计算 公式 为 


r = (4-20) 


(4) 截面 短 边 上 的 最 大 切 应 力 thx 发 生 在 短 边 中 点 
处 ， 其 计算 公式 为 








e Ч (4-21) 
式 中 ,hh、5 分别 为 矩形 截面 长 边 、 短 边 的 长 度 ; а, к 
与 比值 /5 有 关 的 常数 ， 可 从 表 4-1 中 查 到 。 

运用 弹性 力学 理论 ， 还 可 以 得 到 矩形 截面 杆 自由 扭转 时 ， 杆 两 端面 之 间 的 
相对 扭转 角 的 计算 公式 


, 
Т ах КЕ 





ТІ 


Ф = Српь" (4-22) 
单位 长 度 扭 转角 的 计算 公式 
Тер. Ё 
== СВһь% (4-23) 


Кн, ШУН лур 有 关 的 常数 ， 一 并 在 表 4-1 中 列 出 。 
жаі ”矩形 截面 杆 自 由 扭转 时 的 参数 c、 与 x 
2.5 3-0 4.0 6.0 8.0 


0.141 | 0.166 | 0.196 | 0.229 | 0.249 | 0.263 | 0.281 | 0.299 | 0.307 | 0.313 
1.000 | 0.930 | 0.858 | 0.796 | 0.767 | 0.753 0.745 | 0.743 | 0.743 0. 743 


X h/b > 10 时 ， 截面 成 为 狭长 矩形 ， 此 时 a = 1/3 OLX 4-1), ЖИН 
表示 狭长 矩形 的 短 边 长 度 ， 则 式 (4-20) MR (4-22) 成 为 


е З (4-24) 


















В 
0. 743 


(4-25) 
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RH, W= 于 ii L= аА, ЕВС ИГ, 


力 的 变化 规律 如 图 4-21 所 示 。 此 时 ， 长 边 上 切 应 力 变 化 不 大 ， 
趋 于 均匀 ， 在 靠近 短 边 处 迅速 减 小 直至 为 零 。 

【 例 4-10】 材料 、 横 截面 面积 与 长 度 均 相同 的 两 根 轴 ， 一 为 圆 形 截 
面 ， 另 一 为 正方 形 截面 。 若 两 轴 受 到 相等 扭矩 工 的 作用 ， 试 计算 两 轴 的 最 
大 扭转 切 应 力 与 两 端面 间 的 相对 扭转 角 ， 并 比较 其 大 小 。 

解 : 设 圆 形 截面 的 直径 为 4， 正 方形 截面 的 边 长 为 a， 由 于 两 轴 的 横 
截面 面积 相等 ， 故 有 


于 是 得 





а= 


ука 
2 


圆 轴 的 最 大 扭转 切 应 力 与 扭转 角 分 别 为 











对 于 正方 形 截面 轴 ， 查 表 4-1 有 ,a = 0.208, В = 0.141。 由 式 (4-20) 与 式 (4-22), 
得 其 最 大 扭转 切 应 力 与 扭转 角 分 别 为 


5 


е 


0. 20842 


а 3 
__т! м, 
Pe Gha' 0.141Ga’ 


=» = 





Tmax 











Tmax т 
Ф 32Х0. L(y) 0.886 
Ф, ж 2 х 
可 见 ， 无 论 是 扭转 强度 还 是 扭转 刚度 ， 圆 形 截面 轴 均 要 优 于 正方 形 截面 轴 。 


3 
Timax 10хо. 208, зя) РА 





二 、 开 口 薄 壁 杆 件 的 自由 扭转 


开口 薄 壁 杆 件 自由 扭转 时 ， 横 截面 上 的 切 应 力 分 布 规律 与 狭长 矩形 截面 杆 
件 相似 ， 切 应 力 沿 截 面 周边 形成 “环流 ”， 如 图 4-22 所 示 。 

开口 薄 壁 杆 件 的 横 截 面 可 以 看 成 是 由 若干 个 狭长 矩形 所 组 成 。 分 析 表 明 ， 
其 中 任 一 狭长 矩形 长 边 上 各 点 的 扭转 切 应 力 大 致 相同 ， 计 算 公式 为 


- Та 


T, (4-26) 


Тт 





其 中 ， 
n= Хам? (4-27) 


his ti 分 别 为 任 一 狭长 矩形 的 长 边 长 度 、 短 边 长 度 。 由 式 (4-26) 可 知 ， 开 口 薄 
壁 杆 件 扭转 切 应 力 的 最 大 值 发 生 在 宽度 最 大 的 狭长 矩形 的 长 边 上 ， 为 


= 
max Ba 1, 


开口 薄 壁 杆 件 自由 扭转 时 的 扭转 角 计 算 ， 依 然 可 以 采用 式 (4-25), 但 其 中 
的 天 应 由 式 (4-27) 确定 。 

在 计算 槽 钢 、 工 字 钢 等 开口 薄 壁 杆 件 的 下 
时 ， 需 对 式 (4-27) 略 加 修正 。 这 是 因为 在 这 
些 型 钢 截面 上 ， 各 狭长 矩形 的 连接 处 有 圆 角 过 
渡 ， 从 而 增加 了 抗 扭 刚度 。 修 正 公 式 为 


г = п) ы (4-29) 


Ж, 为 修正 因数 。 对 于 角钢 ，7 = 1. 00; 对 
ТА, ү = 1. 12; 对 于 工 字 钢 ，7 二 1.20, 

对 于 截面 中 线 〈 壁 厚 平 分 线 ) 为 曲线 的 开 
口 薄 壁 杆 件 ( 见 图 4-23)， 计 算 时 可 将 截面 拉 айы 
直 ， 作 为 狭长 矩形 截面 来 处 理 。 


三 、 闭 口 薄 壁 杆 件 的 自由 扭转 


闭口 薄 壁 杆 件 自由 扭转 时 ， 横 截面 上 的 切 应 力 分 布 规律 与 薄 壁 圆 管 相 侯 ， 
切 应 力 沿 壁 厚 平 均 分 布 ， 顺 着 杆 壁 的 周 向 形成 “ 剪 流 ”， 如 图 4-24 ЖЖ. 


С (4-28) 
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分 析 表 明 ， 闭口 薄 壁 杆 件 横 截面 上 任 
一 点 的 扭转 切 应 力 т НЕН 的 乘积 为 
常数 ， 即 有 
п 一 常数 (4-30) 
由 静 力学 关系 易 得 ， 此 时 扭转 切 应 力 т 
的 计算 公式 为 








с=з (4-31) 
Ж, А, 为 截面 中 线 所 围 成 的 面积 O 424 


4-25) 。 对 于 平均 半径 为 R 的 薄 壁 圆 管 ， 截面 中 线 
А = xR*， 式 (4-31) 即 成 为 式 (4-2)。 
Н> (4-31) 可 知 ， 闭 口 薄 壁 杆 件 扭转 
切 应 力 的 最 大 值 发生 在 杆 壁 最 薄 处 ， 为 
__ T 
Tmax | АБЫ 
【 例 4-11】 截面 为 圆 环 形 的 开口 和 闭口 薄 壁 杆 
件 分 别 如 图 4-26a、b 所 示 ， 设 两 杆 截 面 的 平均 半径 


R5 t 均 相 同 ， 试 比较 两 者 的 抗 扭 强度 和 抗 扭 
刚度 。 图 4-25 





Times New Roman 


(4-32) 





a) | b) 


图 4-26 


解 : (1) 计算 圆 环形 开口 薄 壁 杆 件 的 扭转 切 应 力 和 扭转 角 
将 圆 环 形 开口 薄 壁 截面 拉 直 ， 作 为 狭长 矩形 截面 来 处 理 。 此 时 ， 狭 长 矩形 的 长 边 长 度 
h = 2xR、 短 边 长 度 为 :。 由 式 (4-24), 、 式 (4-25)， 即 得 其 最 大 扭转 切 应 力 和 扭转 角 分 别 为 
ЗТ 3Т/ 


= RRE’ -P 2СлК? 
(2) 计算 圆 环 形 闭口 薄 壁 杆 件 的 扭转 切 应 力 和 扭转 角 
由 式 〈4-2)， 得 圆 环形 闭口 薄 壁 截面 杆 件 的 扭转 切 应 力 为 


二 
2xR’t 


т 


Т; 
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将 圆 环形 闭口 薄 壁 杆 件 视 为 空心 圆 轴 ， 利 用 式 (416) 来 计算 其 扭转 角 。 此 时 ， 五 六 
2rRsr， 扭 转角 为 
хз, i 
Ф < эб? 
03) 比较 两 者 的 抗 扭 强度 和 抗 扭 刚度 
根据 上 述 计算 结果 可 知 ， 在 扭矩 TARK 相同 的 情况 下 ， 两 者 的 扭转 切 应 力 之 比 


а-а. 
т; t 


ө (т) 


由 于 К>, HAF O REET E RR БЕ ЖАЛАН МІНЕЗ ИСТ ІНЕН, КІМІ ГІНЕН. 


扭转 角 之 比 





复习 思考 题 


41 轴 的 转速 、 传 递 的 功率 与 外 力 偶 矩 之 间 有 何 关系 ? 在 该 关系 式 中 ,各 个 量 的 单位 分 
别 是 什么 ? 

42 解释 为 什么 在 减速 箱 中 ， 一 般 高 速 轴 的 直径 较 小 ， 而 低速 轴 的 直径 较 大 ? 

4-3 何谓 扭矩 ? 如 何 计算 扭矩 ? 扭矩 的 正 负 号 如 何 确定 ? 

4-4 何谓 扭矩 图 ? 如 何 绘制 扭矩 图 ? 

4-5 薄 壁 圆 管 扭转 切 应 力 公 式 是 如 何 建立 的 ? 应 用 条 件 是 什么 ? 当 切 应 力 超过 剪 切 比例 
极限 时 ， 该 公式 是 否 仍 成 立 ? 

4-6 什么 是 切 应 力 互 等 定理 ? 当 单 元 体 的 四 个 侧面 上 同时 存在 正 应 力 时 ， 该 定理 是 否 仍 
成 立 ? 

47 建立 圆 轴 扭 转 切 应 力 公 式 的 基本 假设 是 什么 ? 它们 在 建立 公式 时 起 何 作 用 ? 当 切 应 
力 超 过 前 切 比 例 极限 时 f 该 公式 是 否 仍 成 立 ? 

4-8 圆 轴 扭 转 时 ， 横 截面 上 的 切 应 力 是 如 何 分 布 的 ? 

4-9 何谓 扭转 角 ?” 如何 计算 扭转 角 ? 

4-10 什么 是 扭转 圆 轴 的 刚度 条 件 ? 应 用 该 条 件 时 应 注意 什么 ? 

4-11 已 知 一 根 内 径 为 4d、 外 径 为 DD 的 空心 圆 轴 ， 试 判断 下 列表 达 式 是 否 正确 : 


хр та" 
чый Тата 


xD та” 
16 16 
4-12 试 从 力学 角度 分 析 ， 为 什么 空心 圆 轴 比 实心 圆 轴 合理 ? 





(2) №, = 





> Ж 
4-1 试 作 习 题 4-1 图 所 示 各 轴 的 扭矩 图 ， 并 确定 最 大 扭矩 。 
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с) 4) 
习题 4-1 图 


42 如 习题 4-2 图 所 示 ， 已 知 某 传动 
ЖЕ Ж n = 200 r/min， 主 动 轮 B 的 
输入 功率 为 60kW, МУФА. С, D,E 
的 输出 功率 依次 为 18kW、12 kW、22 КУУ. 
8kW。 试 作出 该 传动 轴 的 扭矩 图 ， 并 确定 
最 大 扭矩 。 

43 某 薄 壁 圆 管 ， 外 径 р = 44 тт, 
Wd = 40 ът, ЕЕ Т = 750 №. m， 试 计算 其 横 截 面 上 的 最 大 扭转 切 应 力 。 

4-4 直径 d = 5 cm ЗАМАН. ЖНЖ Т = 2.15 kN，m 的 作用 ， 试 求 横 截 面 上 距 
轴 心 ст 处 的 扭转 切 应 力 以 及 最 大 扭转 切 应 力 。 

45 某 传动 轴 的 直径 а = 50mm, 转速 n = 120 r/min, 车 测 得 其 最 大 扭转 切 应 力 rw = 
60 MPa， 试 求 该 轴 所 传递 的 功率 。 

4-6 如 习题 46 图 所 示 ， 空 心 圆 轴 的 外 径 D = 40 mm、 内 径 d = 20 mm, MAHET = 
1 kN + m， 试 计算 横 截 面 上 о, = 15 mm 的 点 A 处 的 扭转 切 应 力 za， 以 及 最 大 与 最 小 扭转 切 应 力 。 

4-7 某 变速 齿轮 轴 如 习题 4-7 图 所 示 , 已 知 其 传递 的 功率 P = 5.5 kW， 额 定 转 速 
п = 200 r/min， 许 用 扭转 切 应 力 [т]= 40 MPa。 试 确定 此 轴 直 径 do 





习题 4-2 图 





习题 4-7 图 
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4-8 某 空 心 圆 轴 ， 已 知 所 传递 的 扭矩 Т- 5 kN。m， 材 料 的 许 用 扭转 切 应 力 [5] = 
80 MPa。 若 轴 的 外 径 D = 100 mm, ЖЕНИ d 

4-9 如 习题 4-9 图 所 示 ， 阶 梯 圆 轴 由 两 
段 平均 半径 同 为 50 mm 的 薄 壁 圆 管 焊接 而 
成 ， 受 到 沿 轴 长 度 均匀 分 布 的 外 力 偶 作 用 ， 已 
知 外 力 偶 矩 的 分 布 集 度 m = 3500 М» m/m, 
轴 的 长 度 ! = 1m, 左 段 管 的 壁 厚 t，= 
5 mm， 右 段 管 的 壁 厚 i。 一 4mm， 材 料 的 许 
用 扭转 切 应 力 [rj] = 50 MPa。 试 校 核 该 轴 
的 强度 。 

410 ЖИ УМ Ша = 0. 6 的 空心 圆 轴 来 代替 一 直径 为 400 mm 的 实心 圆 轴 ， 使 之 
具有 相同 的 强度 ， 试 确定 空心 圆 轴 的 内 、 外 径 ， 并 计算 两 轴 的 重量 比 。 

41 如 习题 4-11 图 所 示 , 已 知 阶梯 轴 的 ма Мв 
АВВ а, = 120 mm, BC REZ а, = 
100 mm, ФЕН Ma = 22 kN • т, Мв = 
36 КМ • m, Me = 14 kN。m， 许 用 扭转 切 应 力 
[r] = 80 MPa。 试 校 核 该 轴 的 强度 。 

4-12 ” 某 传动 轴 如 习题 4-12 图 所 示 , 已 知 额 习题 4-11 图 
定 转速 n = 300 r/min, 主动 轮 A 的 输入 功率 
Pa 一 36kW， 从 动 轮 B. С, D 的 输出 功率 分 别 为 Ps = Pc = 11 КУ, Pp = 14 kW, 
(1) 作出 轴 的 扭矩 图 ， 并 确定 轴 的 最 大 扭矩 ; (2) 若 材料 的 许 用 扭转 切 应 力 [т]= 80 MPa, 
试 确定 轴 的 直径 ; G) 若 将 轮 A 与 轮 的 位 置 对 调 ， 试 问 是 否 合理 ?为 什么 ? 











Mec 








习题 4-12 图 


4-13 如 习题 4-13 图 所 示 ， 已 知 传动 轴 的 转 
Жл = 500r/min， 主 动 轮 A 的 输入 功率 P。 = 
367,8kW， 从 动 轮 B. C 的 输出 功率 分 别 为 
Ps = 147.15 kW, Р. = 220. 65 kW， 轴 的 许 用 
扭转 切 应 力 [rt] = 70 MPa。 (1) 作 扭 矩 图 ; 
(2) 确定 该 传动 轴 的 直径 ; G) 试问 主动 轮 和 从 
动 轮 应 如 何 安排 才 合 理 ? 为 什么 ? 

4-14 如 习题 4-14 图 所 示 ， 已 知 圆 轴 的 直径 
d = 150 mm， 半 长 1 = 500 mm， 捏 转 外 力 偶 矩 习题 4 -13 图 
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М.в = 10 КМ • m, Mc =8kN.m， 材 料 的 切 变 模 量 G = 80 GPa。 试 计算 С 截面 相对 于 A Ж 
面 的 扭转 角 Paco 

4-15 如 习题 4-15 图 所 示 ， 实 心 轴 和 空心 轴 通 过 牙 嵌 离合 器 连接 。 已 知 轴 的 转速 n = 
120 r/min， 传 递 功 率 也 = 8.5kW， 材 料 的 许 用 扭转 切 应 力 [т]= 45 MPa。 试 确定 实心 轴 的 
直径 D, 和 内 外 径 比 a = 0.5 的 空心 轴 的 外 径 Б). 





习题 4-14 习题 4-15 图 


4-16 ”一 圆 截面 扭转 试 样 ， 直 径 d = 20 mm， 当 作用 于 试 样 两 端的 扭转 外 力 偶 矩 M， = 
230 N，m 时 ， 测 得 在 标 距 / = 100 mm 范围 内 轴 的 扭转 角 Ф = 0.0174 rad。 试 确定 材料 的 切 
变 模 量 G。 

4-17 ”传动 轴 如 习题 4-17 图 所 示 , 已 知 主动 轮 A 
的 输入 功率 PA。 = 32 kW， 从 动 轮 B、C 的 输出 功率 分 
别 为 Ps = 18К%/, Pe = 14kW， 轴 的 额定 转速 ”一 
300 r/min, H d = 40 mm， 材 料 的 许 用 扭转 切 应 力 
[=] = 60 MPa、 切 变 模 量 G = 80 GPa, (1) 作 轴 的 扭 
ER; (2) 校 核 轴 的 强度 ; (3) 求 轮 C 相对 于 轮 B 的 
н. 习题 4-17 

4-18 空心 圆 轴 所 受 扭转 外 力 偶 矩 如 习题 4-18 图 所 示 , 已 知 轴 的 许 用 扭转 切 应 力 [j= 
40 MPa， 切 变 模 量 С = 80 GPa， 许 用 单位 长 度 扭 转角 [yg ]= 0. 3 "/m。 若 规定 此 轴 的 内 外 径 
Ша = 0.5， 试 确定 其 内 、 外 径 。 





3510М-т 3510М-т 11700 М-т 4680 Nem 





习题 4-18 图 


4-19 已 知 空心 圆 轴 的 外 径 р = 100 mm、 内 径 d = 50 mm, HÆRE С = 80 GPa. Ж 
测 得 间距 / = 2. 7m 的 两 截面 间 的 相对 扭转 角 ф = 1.8"， 试 求 : (1) 轴 内 的 最 大 扭转 切 应 力 ; 
(2) HAA n = 80 r/min 的 转速 转动 时 所 传递 的 功率 。 

4-20 传动 轴 如 习题 4-20 图 所 示 ， 已 知 外 力 偶 矩 MA = 1.5 КМ • т, Мь =3КМ*т, 
Mc =9kN°* m, Mp = 4.5 kN。，m,， 轴 的 许 用 扭转 切 应 力 [z] = 80 MPa， 切 变 模 量 С = 
80 GPa， 许 用 单位 长 度 扭转 角 Г1- 0.3"/m。 试 作 扭矩 图 ， 并 根据 强度 条 件 和 刚度 条 件 确 
定 轴 的 直径 。 





习题 4-20 图 


4-21 习题 4-21 图 所 示 传 动 轴 的 直径 为 50 mm， 额定 转速 为 300 r/min。 电 动机 通过 轮 А 
输入 100 kW 的 功率 ， 由 轮 B、C 和 万 分别 输出 45 ЕУУ, 25 kW 和 30 kW 的 功率 以 带动 其 他 部 
件 。 轴 的 许 用 扭转 切 应 力 [т] = 80 MPa、 切 变 模 量 С = 80 GPa、 许 用 单位 长 度 扭 转角 
(1- 1 /m。 试 校 核 该 传动 轴 的 强度 和 刚度 。 





习题 4-21 图 


4-22 某 传动 轴 受 习题 4-22 图 所 示 扭 转 外 力 偶 矩 作用 。 已 知 轴 的 许 用 扭转 切 应 力 [zj 三 
60 MPa、 切 变 模 量 С = 80 GPa、 许 用 单位 长 度 扭转 角 Го ]= 1/m。 试 设计 轴 的 直径 ， 并 计 
算 刀 截面 相对 于 A 截面 的 扭转 角 фар 。 


1 кк. ы 
- Р и 





习题 4-22 图 


4-23 直径 4 = 25 mm 的 钢 制 圆 杆 ， 受 轴 向 拉力 60 kN 作用 时 ， 在 标 距 为 200 mm 的 长 
度 内 伸 长 了 0. 113 mm; FEX 0. 2kN * m 的 扭转 外 力 偶 作 用 时 ， 在 标 距 为 200 mm 的 长 度 内 
相对 转 过 了 0. 732"。 试 确定 钢材 的 弹性 模 量 E、 切 变 模 量 G 和 泊 松 比 v。 

4-24 阶梯 圆 轴 如 习题 4-24 图 所 示 ， 已 知 АВ 段 为 空心 ，BC 段 与 CE 段 为 实心 ， 直 径 
D =140 mm, d = 100 mm， 扭 转 外 力 偶 矩 Ma = 18 КЧ • т. Мв = 32 kN • m, Me = 
14 КМ • m， 轴 的 许 用 扭转 切 应 力 [dj = 80 MPa、 切 变 模 量 G = 80 GPa、 许 用 单位 长 度 扭转 
fa [yg]== 1.2/m。 试 校 核 该 轴 的 强度 和 刚度 。 
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习题 4-24 图 


4-25 如 习题 4-25 图 所 示 ， 阶 梯形 圆 轴 上 装 有 三 个 带 轮 。 已 知 各 段 轴 的 直径 分 别 为 
di = 38 mm, d: = 75 mm， 主 动 轮 В 的 输入 功率 Ps = 32kW， 从 动 轮 A、C 的 输出 功率 分 
别 为 Pa =14kW, Pe = 18 kW， 轴 的 额定 转速 n = 240 r/min， 许 用 扭转 切 应 力 [rj] = 
60 MPa， 切 变 模 量 G = 80 GPa， 许 用 单位 长 度 扭 转角 Ге 1= 1.8"/m。 试 校 核 该 轴 的 强度 和 
刚度 。 





习题 4-25 图 


4-26 ЖУТИ, ЖАУА Хо = 90 mmX 60 mm， 承 受 的 扭矩 为 3.5 kN • т. іЌ 
计算 杆 内 的 最 大 扭转 切 应 力 。 如 改 用 截面 面积 相等 的 圆 截面 杆 ， 再 计算 杆 内 的 最 大 扭转 切 应 
力 ， 并 比较 两 者 的 大 小 。 

427 一 和 矩形 截面 等 直 杆 ， 截 面 尺 寸 hX6b = 100 mmX50 тт, КЖ І = 2 m， 在 杆 的 两 
т 32 9] — ХАН у 4 КМ "mm 的 扭转 外 力 偶 的 作用 。 已 知 杆 的 许 用 扭转 切 应 力 Ce] = 100 MPa, 
WERE С = 80 GPa、 许 用 单位 长 度 扭 转角 Ге = 1 /m。 试 校 核 该 杆 的 强度 和 刚度 。 

4-28 习题 4-28 图 所 示 抢 形 截面 钢 杆 受到 矩 M。 = 3 КМ • т 的 扭转 外 力 偶 的 作用 。 已 知 
材料 的 切 变 模 量 С = 80 GPa, WR: (1) 杆 内 的 最 大 扭转 切 应 力 ; (2) 横 截面 短 边 中 点 处 的 
扭转 切 应 力 ; G) 杆 的 单位 长 度 扭转 角 。 





习题 4-28 图 


第 五 章 
弯曲 内 力 


дү ae 
» СП" 引 гі 


一 、 弯 曲 概念 与 工程 实例 


工程 中 ， 存 在 大 量 的 承 弯 构件 。 例 如 ， 图 5-1а 所 示 房 屋 建筑 中 的 楼 面 粱 ， 
图 5-2a 所 示 房 屋 建筑 中 的 阳台 挑 梁 ， 图 5-3a 所 示 桥 式 吊车 的 主 梁 ， 以 及 图 5-4a 
所 示 火 车 轮轴 等 。 它 们 的 共同 特点 是 : 所 受 外 力 垂直 于 杆 轴线 或 外 力 偶 作 用 在 
杆 轴线 所 在 平面 内 ;变形 时 杆 轴线 由 直线 弯 成 曲线 。 杆 件 的 这 种 变形 形式 称 为 
弯曲 。 以 弯曲 为 主要 变形 的 杆 件 称 为 梁 。 
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图 5-3 图 5-4 


工程 中 梁 的 横 截 面 一 般 具 有 一 坚 
向 对 称 轴 ( 见 图 5-5)， 该 对 称 轴 与 梁 
的 轴线 一 起 构成 梁 的 纵向 对 称 面 。 当 
梁 上 所 有 的 外 力 均 作用 在 同一 纵向 对 
称 面 内 时 ， 变 形 后 梁 的 轴线 将 弯 成 一 
条 位 于 该 纵向 对 称 面 内 的 平面 曲线 。 
这 种 弯曲 变形 称 为 对 称 弯曲 或 者 平面 
弯曲 。 本 章 以 及 随后 两 章 主要 研究 梁 
的 对 称 弯曲 。 ' 


二 、 梁 的 计算 简 图 


工程 实际 中 ， 梁 所 受 的 外 力 及 支 座 情况 一 般 比 较 复 杂 。 为 便于 计算 ， 在 分 
析 计 算 梁 的 内 力 、 应 力 以 及 变形 时 ， 应 首先 对 梁 进 行 合 理 的 简化 ， 得 到 梁 的 计 
算 简 图 。 在 简化 时 ， 通 常用 梁 的 轴线 来 代表 梁 ， 并 对 作用 于 梁 上 的 载荷 和 深 的 
支 座 作 如 下 简化 。 

1. 载荷 的 基本 类 型 

作用 在 梁 上 的 实际 载荷 ， 通 常 可 以 简化 为 以 下 三 种 基本 类 型 

(1) 集中 力 

当 载 荷 作 用 于 梁 上 的 区 域 很 小 时 ， 可 简化 为 集中 力 。 例 如 ， 图 5-3 所 示 桥 式 
吊车 主 梁 所 受 的 力 、 图 5-4 所 示 火 车 车 厢 通 过 轴承 作用 在 轮轴 上 的 力 ， 都 可 以 简 
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化 为 集中 力 。 集 中 力 通常 用 下 上 表示。 在 国际 单位 制 中 ， 力 的 单位 为 N СФ). 

(2) 分 布 载荷 

连续 作用 在 梁 的 一 段 或 整个 长 度 上 的 载荷 应 简化 为 分 布 载荷 〈 见 图 5-1 和 
图 5-2) 。 工 程 中 建筑 结构 所 承受 的 风 压 、 水 压 与 梁 的 自重 就 是 常见 的 分 布 载荷 。 
分 布 载荷 的 强 弱 通常 用 载荷 集 度 494， 即 单位 长 度 上 的 载荷 大 小 来 度量 。 在 国际 单 
位 制 中 ， 载 荷 集 度 的 单位 为 N/m F/X). RRE q 为 常数 的 分 布 载荷 称 为 
均 布 载荷 。 

(3) 集中 力 偶 

工程 中 的 某 些 梁 有 时 会 受到 大 小 相等 、 方 向 相反 但 不 在 同一 直线 上 的 一 对 
外 力 的 作用 ， 如 图 5-5 所 示 。 这 一 对 外 力 就 构成 了 作用 在 梁 纵向 对 称 面 内 的 外 力 
偶 。 由 于 该 外 力 偶 作用 在 承 力 构 件 与 梁 连 接 处 的 很 小 区 域 上 ， 故 可 简化 为 集中 
力 偶 。 集 中 力 偶 通常 用 其 矩 М, 来 表示 。 在 国际 单位 制 中 ,， 力 偶 和 矩 的 单位 为 
Nem (Жж, ЖО, 

2 支 座 的 基本 类 型 

梁 的 支 座 ， 一 般 简 化 为 下 列 三 种 基本 类 型 ; 

(1) ЕДЕ ЖЕ ý 

图 5-6a Ж А 的 简 图 。 该 支 座 限制 梁 在 载荷 平面 内 沿 各 个 方向 的 
移动 。 其 约束 力 一 般 用 一 对 正 交 分 力 来 表达 ， 即 沿 支承 面 的 力 Fa, 和 垂直 于 支承 
面 的 力 Fao 

(2) WE 

图 5-6b У А 的 简 图 。 该 支 座 只 能 限制 梁 在 载荷 平面 内 沿 垂直 于 
支承 面 方 向 的 移动 。 因 此 ， 活 动 匀 支 座 A 的 约束 力 下 4 一 定 垂直 于 支承 面 。 桥 梁 
的 滚 轴 支 承 ， 传 动 轴 的 向 心 轴承 等 ， 一 般 均 可 简化 为 活动 铵 支 座 。 

(3) 固定 端 支 座 

图 5-6c 是 固定 端 支 座 A 的 简 图 。 该 支 座 限制 梁 在 载荷 平面 内 沿 各 个 方向 的 
移动 ， 也 限制 梁 在 载荷 平面 内 的 转动 。 固 定 端 支 座 A 的 约束 力 包括 沿 支承 面 的 
约束 力 FA 、 垂 直 于 支承 面 的 约束 力 Fa MARHAM. 





96 ) 材料 力学 第 3 版 


三 、 静 定 梁 的 基本 形式 


在 对 梁 的 载荷 和 支 座 进行 简化 以 后 ， 即 可 得 到 梁 的 计算 简 图 。 根 据 梁 的 支 
座 简化 情况 ， 可 将 工程 中 的 梁 分 为 下 列 三 种 基本 形式 : 

(1) 简 支 梁 

如 图 5-7a 所 示 ， 梁 的 一 端 是 固定 贸 支 座 ， 
男 一 端 是 活动 贸 支 座 ， 这 种 梁 称 为 简 支 梁 。 

(2) 外 伸 梁 

梁 的 支承 约束 情况 与 简 支 粱 类 似 ， 但 其 具 
有 外 伸 部 分 ， 如 图 5-7b 所 示 ， 这 种 梁 称 为 外 
伸 梁 。 

(3) 悬臂 梁 

如 图 5-7c 所 示 ， 梁 的 一 端 固定 ， 一 端 自 
由 ， 这 种 梁 称 为 悬臂 梁 。 

以 上 三 种 梁 ， 支 座 的 约束 力 均 可 通过 静 力 图 5-7 
平衡 方程 求 出 ， 故 称 为 静 定 梁 。 

本 章 主要 研究 粱 弯曲 变形 时 横 截 面 上 的 内 力 ， 其 强度 问题 和 刚度 问题 将 在 
随后 的 两 章 中 依次 讨论 。 





Жон И 
一 般 情况 下 ， 要 计算 弯曲 内 力 ， 首 先 需要 根据 静 力 平 衡 方程 求 出 粱 的 支 座 


反 力 。 本 节 通 过 下 面 两 个 例子 ,来 简要 说 明 静 定 梁 支 座 反 力 的 计算 过 程 。 
[B] 5-51 WRA 5-8a 所 示 外 伸 梁 АС 的 支 座 反 力 。 


b) 





图 5-8 


解 : 选取 外 伸 梁 АС 为 研究 对 象 ， 其 受 力 如 图 5-8b Атк, RP EERE С 处 的 水 平 约 
束 力 显然 为 零 ， 故 在 受 力图 中 没有 画 出 。 由 平衡 方程 


第 五 章 弯曲 内 力 ， 97 


УІ, =0, Fs+Fe— 3-4 -0 








Me = 9, 24 х 34 ЕЙ =й 


4 
解 得 外 伸 梁 AC 的 支 座 反 力 


【 例 5-1 试 求 图 5-9a 所 示 组 合 梁 АС 的 支 座 反 力 。 


12kN/m 





b) с) 


8. 如 图 5-9a 所 示 ， 组 合 梁 AC 由 АВЯ ВСП Ж НЕЕ B 连接 而 成 。 其 中 ，AB 
梁 可 以 独立 承载 ， 称 为 组 合 梁 的 基本 部 分 ; 而 BC 梁 则 必须 依赖 于 基本 部 分 АВ 梁 才 能 够 
承受 载荷 ， 称 为 组 合 梁 的 附属 部 分 。 在 计算 这 类 组 合 梁 的 支 座 反 力 时 ， 应 将 其 从 连接 贸 
ERF, 按照“ 先 附属 ， 后 基本 ”的 顺序 ,依次 求 出 各 个 支 座 反 力 。 现 计算 如 下 : 
(1) 首先 选取 附属 部 分 ， 即 BC 梁 为 研究 对 象 ， 其 受 力 如 图 5-9b 所 示 。 由 平衡 方程 
Х.М, =0, FeX3m—12kN/mX2mX2m=0 
ХЕ, =0, Fs+Fc—12kN/mX2m=0 
解 得 
Ес = 16 КМ, Е} = 8 kN 
(2) 再 选取 基本 部 分 ， 即 AB 梁 为 研究 对 象 ， 其 受 力 如 图 5-9c 所 示 。 列 平衡 方程 
Хм, = 0, -Ғых2т--М, 一 0 
ХЕ, =0, —Е%»+Е, -0 
其 中 ，Fs = 二 Fs 一 8kN。 解 得 
Fa = 8ЕМ, Ma = 16 ЕМ. т 
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第 三 节 JMA 


一 、 梁 模 截面 上 的 内 力 。 ВЛЕ 


在 求 得 深 在 已 知 载荷 作用 下 的 支 座 反 力 后 ， 梁 上 所 有 的 外 力 就 都 已 知 ， 即 
可 进一步 用 截面 法 来 分 析 计 算 梁 横 截面 上 的 内 力 。 

如 图 5-10a 所 示 ， 简 支 梁 
АВ ZARF, Е. MF, W 
及 支 座 反 力 FA ШЕ, 的 作用 。 
为 了 分 析 距 A mA х п—п 
横 截 面 上 的 内 力 ,， 假想 用 一 平 
面 将 此 梁 沿 nn ПШ ЮЛ. Ж 
其 分 为 两 段 ， 并 取 其 中 左 段 梁 
为 研究 对 象 〈 见 图 5-10b)。 由 
于 作用 于 梁 左 段 梁 上 的 外 力 和 A 
内 力 应 使 其 处 于 平衡 状态 ， 故 
由 平衡 原理 容易 判断 , n 一 n 横 F 





截面 上 存在 的 内 力 有 : 
(1) 与 横 截 面相 切 的 内 力 Fs ШІ 5-10 
将 作用 于 左 段 梁 上 的 所 有 力 向 у 轴 上 投影 ， 由 平衡 方程 ХЕ, -0%8/8 


F; = Fa— Е; (a) 
切 向 内 力 Fs RABH, CE п—п 横 截 面 上 切 向 分 布 内 力 的 合力 。 

(2) 位 于 纵向 对 称 面 内 的 内 力 偶 矩 М 

将 作用 于 左 段 梁 上 的 所 有 力 对 nn 截面 的 形 心 C 取 矩 ， 由 平衡 方程 Me =0 
可 得 

М = Ех Е, (х-—а) (b) 
位 于 纵向 对 称 面 内 的 内 力 偶 矩 M ОВЕ, Ж п—п 横 截 面 上 法 向 分 布 内 力 的 
EHBE. 

如 取 右 段 梁 为 研究 对 象 见 图 5-10c) ， 用 同样 的 方法 可 以 求 出 n—n 横 截 面 上 
的 剪 力 Fs 和 弯 矩 M。 剪 力 和 弯 矩 是 梁 的 左 段 和 右 段 在 n—n 横 截 面 上 相互 作用 的 
内 力 ， 所 以 由 左 段 梁 所 求 得 的 梁 的 右 段 对 左 段 作 用 的 剪 力 〈 弯 矩 )， 必 然 和 由 右 段 
梁 所 求 得 的 梁 的 左 段 对 右 段 作用 的 前 力 〈 弯 矩 ) 大 小 相等 、 方 向 〈 转 向 ) 相反 。 

为 使 无 论 取 左 段 梁 还 是 右 段 粱 ， 对 同一 个 横 截面 所 求 得 的 前 力 和 弯 矩 ， 不 
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仅 在 数值 上 相等 ， 而 且 正 负 号 也 保持 一 致 ， 则 需要 对 剪 力 和 弯 抢 的 正 负 号 加 以 
统一 规定 。 

前 力 的 正 负 号 规定 为 : 剪 力 以 使 其 对 所 作用 的 微 段 梁 内 任意 一 点 的 矩 顺 时 
针 转 向 为 正 〈 见 图 5-11a); 反之 为 负 〈 见 图 5-11b) 。 

剪 力 的 正 负 号 也 可 以 通过 梁 的 变形 来 确定 : ”一 ”截面 的 左 段 相 对 于 右 段 向 上 
错 动 时 ，n 一 n 截面 上 的 前 力 规定 为 正 ( 见 图 5-11a); 反之 为 负 ( 见 图 5-11b)。 

弯 矩 的 正 负 号 规定 为 : 弯 矩 以 使 其 所 作用 的 微 段 梁 产生 四 变形 为 正 〈( 见 
图 5-11c); 反之 为 负 (〈 见 图 5-11d) 。 

弯 矩 的 正 负 号 也 可 以 规定 为 : 使 横 截 面 上 部 受 压 、 下 部 受 拉 的 弯 和 矩 为 正 ; 
反之 为 负 。 如 图 5-lle 所 示 ， 微 段 梁 在 正 弯 矩 М 的 作用 下 产生 止 变 形 ， 如 果 将 
梁 设想 成 由 无 数 根 纵向 “纤维 ”构成 ， 这 种 四 变形 将 导致 梁 上 部 的 “纤维 ” 缩 
短 、 下 部 的 “纤维 ” 伸 长 ， 这 也 就 意味 着 ， 正 弯 矩 使 梁 横 截面 的 上 部 受 压 、 下 
部 受 拉 〈 见 图 5-111) 。 





图 5-11 
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二 、 用 截面 法 计算 梁 指定 截面 的 剪 力 和 弯 拢 

在 用 截面 法 计算 梁 指 定 截面 的 剪 力 和 弯 矩 时 ， 一 般 可 按 下 列 5 个 步骤 进行 : 
(1) 计算 梁 的 支 座 反 力 ; : 
(2) 在 指定 截面 处 假想 地 将 梁 截 开 ， 取 其 中 的 任 一 段 为 研究 对 象 ; 07 
(3) 画 出 所 选 梁 段 的 受 力图 ， 受 力图 中 的 剪 力 Fs ЖЕ M 应 假设 为 正 ; . 
(4) 由 平衡 方程 >)F,， 一 0 REYD Fs; 
(5) 由 平衡 方程 > М =0R EFEM, ЖРС 为 指定 截面 的 形 心 。。 


LGJ 5-3] 图 5-12a ARERR AC, ZPH ЕФЕ М, = Fl 的 作用 ， 试 计算 
截面 1 一 1、2 一 2、3 一 3 上 的 剪 力 与 弯 矩 。 其 中 1 一 1 截面 无 限 接近 于 A 截面 ，2 一 2 截面 无 限 
接近 于 B 截面 ，3 一 3 截面 无 限 接近 于 C 截面 。 
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解 : (1) 计算 支 座 反 力 
选取 梁 АС 为 研究 对 象 ， 其 受 力 如 图 5-12a 所 示 ， 由 平衡 方程 


УБ -0, 6.-Е-0 
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У\м. =0, М.-М. +F = 0 
求 得 АС 梁 的 支 座 反 力 
Ес = Е, Me = 0 
(2) 计算 1 一 1 Жа ЕМШІ ТЕЕ 
在 截面 1 一 1 处 假想 将 梁 截 开 ， 并 选取 左 段 为 研究 对 象 ， 如 图 5-12b 所 示 
前 力 Fs MEFE М, 均 为 正 值 ， 由 平衡 方程 








УЕ, =0, -Е-Еы -0 
得 前 力 
Ға = =P 
再 由 平衡 方程 
DM =0, M+FA=0 
并 注意 到 截面 1 一 1 无 限 接近 于 A 截面 ， 即 有 А--0, НИЯ ЭВ 
М, = –ЕА = 0 


(3) 计算 2 一 2 ЖШ ЕА 99 77 ЖІ 
在 截面 2-2 处 假想 将 梁 截 开 ， 并 选取 左 段 为 研究 对 象 ， 如 图 5-12c Ж 
972) Е MEE М, 均 为 正 值 ， 由 平衡 方程 
ХЕ, -0. 一 F 一 Fs =0 





得 剪 力 
Ес ---Е 
再 由 平衡 方程 
У\м,, =0, М, + [3 -0 


并 注意 到 截面 2 一 2 无 限 接近 于 В 截面 ， 即 有 A>, MESE 


1 M: = 21-0) 


2 
(4) 计算 3 一 3 КІШ ЕАУ 7 
在 截面 3 一 3 处 假想 将 梁 截 开 ， 并 选取 右 段 为 研究 对 象 ， 如 图 5-12d 所 示 
前 力 Ез MEE М, 均 为 正 值 ， 由 平衡 方程 
SF, =0, Fs+Fe=0 





得 前 力 
Fs = —Feẹ = —F 
再 由 平衡 方程 
УМ: =0, М--ЕА-М, =0 
并 注意 到 截面 3 一 3 无 限 接近 于 C 截面 ， 即 有 Ao, НИЯ Ж 
Мұ SMe = 0 


， 设 该 截面 上 的 


， 设 该 截面 上 的 


， 设 该 截面 上 的 





【 例 5-41 外 伸 梁 AC 如 图 5-13a т, ЖНА. D-5 Р, БЮЛ. К 
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中 截面 А, 代表 距 A 无 限 近 并 位 于 其 右 侧 的 截面 、D- 则 代表 距 D 无 限 近 并 位 于 其 左 侧 的 截 
面 ， 以 此 类 推 。 





b) с) d) 


解 : (1) 计算 支 座 反 力 
选取 梁 AC 为 研究 对 象 ， 其 受 力 如 图 5-13a 所 示 ， 由 平衡 方程 
DMs =0, Fex2m—10kKNX1m—20kN=0 
DF,=0, Fe—10kN—Fs = 0 
求 得 梁 АС 的 支 座 反 力 
Ес =15kN, Fs=5kN 
(2) 计算 截面 A+ 上 的 剪 力 和 弯 矩 
沿 截面 A+ 假想 将 梁 截 开 ， 并 选取 左 段 为 研究 对 象 ， 如 图 5-13b 所 示 ， 由 平衡 方程 
ЖБ; =0 一 Bi =0 


BWH | 
Ға, = 0 
再 由 平衡 方程 
J Ma, =0, Ma, —20kNem=0 
8%ж 


Ма, = 20 kN，m 
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G) 计算 截面 D- 上 的 剪 力 和 弯 和 矩 
沿 截面 D- 假想 将 梁 截 开 ， 并 选取 左 段 为 研究 对 象 ， 如 图 5-13c 所 示 ， 由 平衡 方程 


ХЕ, =0, —Fs —Fs=0 


得 前 力 
Бә = —Fs =—5kN 
再 由 平衡 方程 
У)М -0. М +FsXlm—20kN.m=0 
ің 


Мы = 15 КЧ. т 
(4) 计算 截面 D+ Ен 99 77 паў 
沿 截面 D 假想 将 梁 截 开 ， 并 选取 右 段 为 研究 对 象 ， 如 图 5-13d 所 示 ， 由 平衡 方程 
У\Е, =0, Fso, ФЕ =0 


1997 2 
Бар, = Во == ТӘМ 
再 由 平衡 方程 
Х.М, =0, -М, +FcX1lm=0 
195% 


Мо, = 15 ЕК • m 


三 、 计 算 剪 力 与 弯 矩 的 简便 方法 
通过 对 上 述 算 例 的 观察 、 总 结 ， 可 以 得 到 下 列 计算 前 力 与 弯 矩 的 简便 方法 


(1) йл Fs 等 于 截面 一 侧 与 截面 平行 的 所 有 外 力 的 代数 和 。 其 中 ，} 
若 对 截面 左 侧 所 有 外 力求 和 ， 则 外 力 以 向 上 为 正 ;车 对 截面 右 侧 所 有 外 : 
力求 和 ， 外 力 则 以 向 下 为 正 。 : 

(2) ЖЕ МЖЖ 15] 7 Ў} 7) 5] 18 ҖИ S ЕДЖ, Ж] | 
于 外 力 ， 无 论 是 位 于 截面 左 侧 还 是 右 便 ， 只 要 向 上 ， 对 截面 形 心 的 矩 都 ` 
PEA; 向 下 则 取 负 值 。 对 于 外 力 偶 ， 若 位 于 截面 左 侧 ， 则 以 顺 时 针 为 | 
ШЕ; 著 在 右 侧 ， 则 以 北 时 针 为 正 。 Н 


EErEE оофаофоофоо фса фос фос фоп фос фос Ф 
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ЖЇН БЖК НЕ ТАВР УЧ, 不必 将 梁 假 想 截 开 作 受 力 图 ， 也 无 
须 列 平衡 方程 ， 因 此 可 以 大 大 简化 计算 过 程 。 现 举例 说 明 如 下 : 

【 例 5-5】 一 简 支 染 ， 在 CD 段 内 受 均 布 载荷 g 一 12.5 kN/m 作用 ， 如 图 5-14 所 示 。 试 
求 跨 中 截面 已 的 弯 矩 和 截面 C 的 剪 力 。 

8. (1) 计算 支 座 反 力 

由 对 称 性 易 得 支 座 反 力 为 
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Fa = Еһ = 5 КМ 
(2) ЕН ERE KYD AS E 
截面 C 的 左 侧 只 有 外 力 FA ， 故 根据 计算 剪 力 的 简便 方法 得 截面 C 的 前 力 
Ес- Fa = 5 КМ 
ЖЕ ВОЛЕ КЛА Ел ЖОЙ a ЖЕНЕ АО Е R Е АО АЕ 


Ме = Ел Х0. 83 m—qX0. 4 mX EI = 3,15 kN + m 


【 例 5-61 Ж АВИ 5-15 所 示 ， 在 半 长 上 受 均 布 载荷 g = 2 kN/m 作用 。 试 求 1 一 
1, 2—2 和 3 一 3 截面 上 的 剪 力 和 弯 矩 。 





解 : (1) 计算 支 座 反 力 
选取 梁 АВ 为 研究 对 象 ， 其 受 力 如 图 5-15 所 示 ， 由 平衡 方程 易 得 支 座 反 力 
Fi -4ЕМ, Ma = 12kN*m 
(2) 计算 指定 截面 上 的 剪 力 和 弯 甜 
1 一 1 截面 : 根据 简便 方法 ， 由 截面 左 侧 的 外 力 ， 求 得 前 力 、 弯 和 矩 分 别 为 
Еу = Е, = 4 ЕМ, М, 一 一 MA =—12kN.m 
2—2 截面 : 根据 简便 方法 ， 由 截面 左 侧 的 外 力 ， 求 得 剪 力 、 弯 和 矩 分 别 为 
Fs = Fa =4kN, М, = FaX2m—Ms --4ЕМ-т 

3 一 3 截面 : 根据 简便 方法 ， 由 截面 右 侧 的 外 力 ， 求 得 剪 力 、 弯 矩 分 别 为 
Fs=gXlm=2kN, М; = —qXl1mX0. 5m = —1kN°m 

此 题 也 可 以 不 求 支 座 反 力 ， 各 截面 的 内 力 都 由 截面 右 侧 的 外 力 进行 计算 。 
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【 例 5-1 外 伸 梁 AD 如 图 5-16 Жж. ЕЛІМ, =8kN-* т, 4 = 2 КМ/т, Е = 2 КМ. 
试 求 截面 C、 截 面 B_ 和 截面 В. 的 前 力 和 弯 矩 。 





图 5-16 


解 : (1) 计算 支 座 反 力 

选取 梁 AD 为 研究 对 象 ， 其 受 力 如 图 5-16 所 示 ， 由 平衡 方程 易 得 支 座 反 力 
Fa =2kN, Fo 一 4kN 

(2) 计算 指定 截面 上 的 剪 力 和 弯 矩 | 

С 截面 : 根据 简便 方法 ， 由 截面 C 左 侧 的 外 力 ， 求 得 前 力 、 弯 矩 分 别 为 


Езс= Fa = 2 ЕМ, Мс = Ел Х2та-М, = —4 КМ • т 
В 截面 : 根据 简便 方法 ， 由 截面 B- 右 侧 的 外 力 ， 求 得 前 力 、 弯 矩 分 别 为 
Езв_ Е-Е, = —2 КМ, Ms --Ех2т- —4 КМ • т 


В+ 截面 : 根据 简便 方法 ， 由 截面 B+ ИЯЛ. 2489977. ЖЛ 
Fss, 一 下 一 2kN， Ma =—ЕХ2т=—4КМ*т 
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一 、 剪 力 方程 和 弯 矩 方程 


一 般 来 说 ， 梁 不 同 横 截 面 上 的 剪 力 和 弯 矩 都 是 不 同 的 。 为 了 对 粱 进行 强度 计算 
和 刚度 计算 ， 需 要 知道 前 力 和 弯 矩 随 横 截 面 变 化 的 规律 。 若 以 沿 梁 轴 线 的 横 坐 标 т 
表示 横 截面 的 位 置 ， 则 横 截面 上 的 剪 力 Fs MAE MARRA x 的 函数 ， 即 
Fs = Fs(x) (5-1) 
М 三 -MGCz) (5-2) 
这 两 个 数学 表达 式 分 别称 为 梁 的 剪 力 方程 和 弯 矩 方程 。 


=. ЛЕЖЕ 


在 得 到 剪 力 方程 和 弯 和 矩 方程 后 ， 根 据 剪 力 方程 ， 以 x АЙЯ, 14997 Fs 
为 纵 坐 标 ， 绘 制 所 得 的 图 形 称 为 剪 力 图; 根据 弯 矩 方程 ， 以 x 为 横 坐 标 ， 以 弯 
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Ж M 为 纵 坐 标 ， 绘 制 所 得 的 图 形 称 为 弯 矩 图 。 

在 绘制 剪 力图 时 ， 规 定 正 值 剪 力图 线 画 在 过 轴 的 上 方 。 在 绘制 弯 矩 图 时 ， 
ФИЯ МИ E E E ЕЕ ЖЕДЕ x 轴 的 上 方 ; 而 土木 行业 则 规定 正 值 弯 矩 图 线 
ME х 轴 的 下 方 。 本 书 采用 的 是 机 械 行业 的 规定 ， 即 将 正 值 弯 矩 图 线 画 在 水 平 
横 轴 的 上 方 。 

与 轴 力 图 和 扭矩 图 类 似 ， 剪 力图 和 弯 矩 图 也 直观 地 表达 了 前 力 和 弯 和 矩 随 横 
截面 的 变化 规律 ， 是 梁 的 强度 计算 和 刚度 计算 的 基础 。 

下 面 举 例 说 明 根 据 剪 力 方程 和 弯 矩 方程 绘制 剪 力 图 和 弯 和 矩 图 的 方法 和 过 程 。 

【 例 5-81 如 图 5-17a 所 示 ， 简 支 梁 ABE 
截面 C 处 受到 集中 载荷 下 作用。 试 建立 梁 的 前 
плену, ЖЕЉА. 

解 : (1) 计算 支 座 反 力 

选取 梁 АВ 为 研究 对 象 ， 其 受 力 如 图 5-17a 
所 示 ， 由 平衡 方程 易 得 其 支 座 反 力 


ж. 40 а 
Fa = Fo Fs = 7F F 


D 列 剪 力 方 程 和 弯 矩 方程 рен 

PE С 处 有 集中 力作 用 ， 故 ACA СВ 段 的 
WHISE, SEERE, VANERI. WER x 
左 端点 A 为 坐标 原点 ， 建 立 坐 标 轴 如 图 5-17a 所 
示 。 分 别 在 AC BM CB ВЕР А 端 为 x 处 任 取 一 
横 截 面 ， 利 用 计算 指定 截面 剪 力 和 弯 矩 的 简便 方 





Fall 


b) 


Жж, ЛЕН ЭУ ЖЕЛП УН ЖТА M 
Fb Fab/l 
Fs(D=F = 0 (0 <= <а) а) 
Fs(z) = Е,—Е = — 54 ажар X 
c) 
Do a бай tð 
т AT ТЕ зл ља с 图 5-17 
Мл = Ее Еау = Ба-а) еждтер Cd) 


(3) ЕШ ЛЕН 

由 式 (а) ЖЯ, АС 段 内 的 前 力 为 正 值 常数 ， 故 在 AC 段 内 (0 二 x 二 a)， 剪 力图 为 平行 
于 zx 轴 ,在 x 轴 上 方 的 水 平 直 线 ; 由 式 (b) W, CB 段 内 的 剪 力 为 负 值 常 数 ， 故 在 CB 段 内 
(a 二 x 二/1)， 前 力图 为 平行 于 r+ 轴 ， 在 z+ 轴 下 方 的 水 平 直线 。 据 此 作出 的 前 力图 如 图 5-17b 
所 示 。 

由 式 (с) MR (d) A, ACRA CB 段 的 弯 矩 方程 均 为 z 的 一 次 函数 ， 故 两 段 梁 的 弯 甜 
图 均 为 斜 直线 。 根 据 弯 和 矩 方 程 作出 的 弯 矩 图 如 图 5-17c ТЖ. 

由 前 力图 可 见 ， 在 集中 力 Е 所 作用 的 截面 C 处 ， 前 力 发 生 突 变 ， 其 左 侧 截面 的 剪 力 
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Fe = EÈ, AMTY Fe, = — 4, REMA Fe, 一 Fe_| = | -F-E = p, 


КЖ, ЖН ИШ 70 1ЕЙ ЖАК, ВЛЕЕ, ВЭА ТІ ЖЕН 2 В. 
эн Ен], ERHI ЕМЕНІ САК, BEERA, (НЕЕ ЖЕТ. 


【 例 5-9】 图 5-18a 所 示 简 支 粱 ， 承 受 载荷 集 度 为 q 的 均 布 载荷 作用 ， 试 建立 梁 的 剪 力 方 
程 和 弯 和 矩 方程 ， 并 作 剪 力图 和 弯 和 矩 图 。 

解 : D 计算 支 座 反 力 

由 对 称 性 可 得 梁 的 支 座 反 力 


L 
Ру = Р» = 





(2) 列 剪 力 方程 和 弯 和 矩 方程 

以 梁 的 左 端点 A 为 坐标 原点 ， 建 立 坐标 轴 如 
图 5-18a 所 示 。 在 距 梁 A 端 z 处 任 取 一 横 截 面 ， 利 
用 计算 指定 截面 剪 力 和 弯 矩 的 简便 方法 ， 列 出 其 前 
力 方程 和 弯 矩 方程 分 别 为 





FE 
2 4//2 





М(х) = Fax Jar = 4.- ах (0<т.<1) 


(3) 作 剪 力图 和 弯 矩 图 912/8 
由 式 Ca) W, BJ Fs(z) 是 z 的 一 次 函数 ， 
故 剪 力图 为 一 条 斜 直线 。 只 需 确定 其 上 两 点 即 可 。 


当 z = 0 时 ， A+ 截面 处 Fu， = 2, 当 z 二 1 时 ， ы 





чү 


В 截面 处 Fss --Ш. ЗЕ АШ ЕНЕ 7; 


图 如 图 5-18b 所 示 。 


НА (b) 1, 9 MCz) 是 z 的 二 次 函数 ， 弯 和 矩 图 为 一 条 抛物 线 。 根 据 式 (Ы) ЖШ хт 
与 M 的 若干 对 应 值 如 下 表 所 示 : 


| m "T эаР/з2 


Ый ЖЖС. EAER, ШИЕ ERMA 5-18c 所 示 。 
由 剪 力图 和 弯 矩 图 可 知 ， 剪 力 与 弯 矩 的 最 大 值 分 别 为 


2g =. 
| Ез | max ы |M] max 8 








【 例 5-01 图 5-19a 所 示 简 支 梁 ， 在 截面 C 处 承受 矩 为 M。 的 集中 力 偶 作 用 ， 试 建立 粱 的 
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МЕНЕ. МЕЙ ЛЕНИН. 

解 : (1) 计算 支 座 反 力 

选取 梁 АВ 为 研究 对 象 ， 受 力 如 图 5-19a 所 示 。 
由 平衡 方程 易 得 梁 的 支 座 反 力 


в Бу = 8 


227 
(2) 列 剪 力 方程 和 弯 和 矩 方程 
由 于 梁 在 截面 C 处 受 集中 力 偶 作用 ， 故 弯 矩 方 
程 需 分 段 列 出 。 以 梁 的 左 端点 A 为 坐标 原点 ， 建 立 











坐标 轴 如 图 5-19a 所 示 。 距 梁 A 端 为 x 处 任 取 一 横 a) 
截面 ， 列 出 梁 的 剪 力 方程 和 弯 抑 方程 分 别 为 Fs 
Е; (2) = Ед =% (0 а < Са) х 
м Mell 
М(х) = — Fax = кетші OSs <a) (b) 
b) 
M. 
М(х) = Fg(l— zx) = 1 (2-3) (а <= 0 М 


Meb/l 
(с) 


(3) ЖЕЛЕ 


RER a), ， 作 出 粱 的 剪 力图 如 图 5-19, 所 示 ; ” 
RER (b) MR (ec)， 作 出 梁 的 弯 矩 图 如 图 5-19с Meall 
所 示 。 o) 
и Ва раа 416. 在 集中 力 偶 作 图 5-19 
用 处 ， 弯 和 矩 力 有 突变 ， 其 突变 值 就 等 于 该 集中 力 偶 
= {н 


另 由 前 力图 注意 到 ， 在 集中 力 偶 作 用 处 ， 其 左 、 右 两 侧 截面 的 剪 力 没有 变化 。 


【 例 5-11] 试 作 图 5-20a 所 示 平 面 刚 架 的 
жж), 

8. 和 深 类 似 ， 在 计算 刚 架 的 内 力 之 前 ， 
一 般 应 先 求 出 其 支 座 反 力 。 但 对 于 此 类 悬臂 刚 
架 ， 由 于 有 一 端 是 自由 端 ， 故 无 须 求 支 座 反 力 
即 可 直接 列 出 弯 拢 方程 。 

对 于 刚 架 ， 弯 矩 的 正 负 号 规定 为 :使 刚 架 
内 侧 受 拉 的 弯 矩 为 正 ， 反 之 为 负 。 

ACR: 将 坐标 原点 取 在 A Эй. HAE А 
WA r, 的 任 一 截面 处 的 弯 矩 ， 用 其 左 侧 的 外 
力 来 计算 ， 得 АС 段 的 弯 拢 方程 为 

М(х) = Ет, (0<т<а) 
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CB В. 将 坐标 原点 取 在 C 点 ， 并 计算 距 C 点 为 zz 的 任 一 截面 处 的 弯 矩 ， 用 其 上 侧 的 外 
力 来 计算 ， 得 CB RSEN 
М(2») = Ға- Ет; (0 = хж=< 1. ба) 
在 绘制 刚 架 的 弯 矩 图 时 ， 机 械 行业 规定 将 弯 矩 图 画 在 杆 件 的 受 压 一 侧 ; 而 土木 行业 则 规 
定 将 弯 矩 图 画 在 杆 件 的 受 拉 一 侧 。 本 书 采用 机 械 行业 规定 ， 即 将 弯 矩 图 画 在 杆 件 的 受 压 一 侧 。 
根据 上 述 弯 矩 方程 ， 作 出 此 刚 架 的 弯 矩 图 如 图 5-20b 所 示 。 
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由 前 面 各 例 注意 到 ， 在 剪 力 为 常数 的 梁 段 内 ， 弯 和 矩 图 必 为 和 斜 直线 ;在 剪 力 
图 为 斜 直线 的 梁 段 内 ， 弯 和 矩 图 则 一 定 是 二 次 抛物 线 。 这 表明 ， 剪 力 和 弯 抑 之 间 
存在 着 某 种 关系 。 本 节 就 来 具体 研究 前 力 、 弯 矩 和 载荷 集 度 间 的 关系 ， 并 介绍 
如 何 利 用 这 些 关 系 来 快速 绘制 梁 的 剪 力 图 和 弯 和 矩 图 。 

假设 直 梁 上 作用 的 分 布 载荷 集 度 g(x) 是 xz 的 函数 ( 见 图 5-21a)， 且 规定 
g(xz) 以 向 上 为 正 。 从 梁 中 取出 长 度 为 dz 的 微 段 梁 ， 如 图 5-21b 所 示 ， 假设 dz 
微 段 梁 上 只 作用 着 分 布 载 荷 ， 而 无 集中 载荷 。 当 x 有 增 量 dz 时 ， 其 对 应 的 剪 力 
Fs(zx) 有 增 量 dFs(z)、 弯 矩 M(x) 有 增 量 dM(x)。 因 此 ，dz 微 段 梁 右 侧 的 剪 力 
为 Fs(z) 十 dFs(Cz)、 弯 和 矩 为 MCz) 十 dM(z)。 由 平衡 方程 

ХЕ, =0, Fs(z)+qg(z)dr—[Fs(z)+dFs(zx)] = 0 


> Me(F) =0, —M(x)— Е (х) х — д(х) аг а + [ІМ(х) + іМ(х) |] = 0 





图 5-21 


并 略 去 第 二 式 中 的 高 阶 微量 ， 整 理 后 得 





е) = ф(х) (5-3) 
= Би) (5-4) 
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由 上 面 两 式 又 可 得 
M) _ 
ах? 

以 上 三 式 建 立 了 直 梁 的 剪 力 Fs(z)、 弯 矩 MCz) 和 分 布 载荷 集 度 q(x) 间 的 微 
分 关系 。 
根据 上 述 微分 关系 ， 可 以 得 出 如 下 关于 剪 力图 和 弯 矩 图 的 重要 结论 : 

(1) 著 在 梁 的 某 一 段 内 无 分 布 载荷 作用 ， 即 q(x) 二 0， 由 式 (5-3) 
可 知 ， 此 段 梁 的 前 力 Fs 为 常数 ， 前 力图 为 一 平行 于 梁 轴线 的 水 平 直 线 ; 
再 由 式 (5-4) е, ТЗЕМліІ-ЖаЖ, TERAH Fs ta 
直线 。 | И 

(2) 若 在 梁 的 某 一 段 内 作用 有 均 布 载荷 ， 即 分 布 载荷 集 度 g 为 常数 ， 
则 由 式 (53) 知 ， 此 段 内 的 剪 力 Fs Arh- kak, IAA- A 
为 g 的 斜 直 线 ; 再 由 式 (5-4) в, ТЕМА: ЖЖ, MEERA 
二 次 抛物 线 。 

(3) 若 在 粱 的 某 一 段 内 ， 分 布 载荷 的 方向 向 上 ， 即 g(Cz) 之 0， 则 由 
A (5-5) ж, Ж ©] п Е, МӨЖ; 反之 ， 当 分 布 载荷 的 方向 
向 下 ， 即 q(x) 达 0 时 ， 则 弯 适 图 的 开口 向 下 ， 为 是 曲线 。 

(4) 车 在 梁 的 菜 一 截面 处 ， 前 力 Fs 二 0， 则 由 式 (5-4) ж, ТЕМ 
在 该 截面 处 取得 极 值 ( 极 大 值 或 者 极 小 值 ) 。 

(5) 在 集中 横向 力作 用 的 左 、 右 两 侧 截 面 ， 剪 力图 有 突变 ， 其 突变 
值 就 等 于 该 集中 横向 力 值 ; 弯 短 值 没有 变化 ， 但 是 谊 矩 图 的 斜率 会 有 突 
变 ， 即 谊 给 图 将 发 生 转 折 。 

(6) 在 集中 力 偶 作用 的 堪 、 右 两 侧 截 面 ， 剪 力 没 有 变化 ， 但 是 弯 矮 
图 有 突变 ， 其 突变 值 就 等 于 该 集中 力 偶 矩 值 。 

上 述 这 些 结论 ， 对 于 前 力图 和 弯 矩 图 的 快速 绘制 或 快速 校 核 ， 很 有 帮助 。 
现 举 例 说 明 如 下 : 

【 例 5-12] 图 5-22a 所 示 悬 璧 粱 ， 已 知 均 布 载荷 集 度 为 9， 集 中 力 偶 矩 M。 = qa. WA 
用 剪 力 、 弯 矩 与 载荷 集 度 间 的 微分 关系 绘制 粱 的 剪 力图 和 弯 和 矩 图 ， 

解 : 因 该 梁 为 悬臂 梁 ， 其 A 端 为 自由 端 ， 故 可 以 不 求 支 座 反 力 ， 直 接 计算 剪 力 和 弯 矩 。 

(1) 计算 控制 截面 的 剪 力 和 弯 和 矩 

根据 载荷 情况 ， 将 梁 划 分 为 AB、BC 两 段 ， 利 用 简便 方法 ， 求 得 各 段 梁 的 始点 和 终点 截 
面 的 前 力 和 弯 矩 分 别 为 

A 右 侧 截面 ， Ел, =0, МА, =0 
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да 





M 
da2/2 
х 
да? qa?l2 
c) 
图 5-22 
1 
B 左 、 右 两 侧 截面 : Fss_ = Ев, == 044 Мы шш -aa А Мы, бЕр 7-а 
1 

C 左 侧 截面 : Ее. == == 03 Ме ке — 4а 


(2) 判断 前 力图 和 弯 和 矩 图 形状 

由 于 BC 段 梁 上 无 分 布 载荷 作用 ， 故 此 段 梁 的 前 力图 为 水 平 直 线 ， 弯 和 矩 图 为 斜 直 线 。 由 
于 AB 段 梁 上 有 向 下 的 均 布 载荷 作用 ， 故 此 段 梁 的 前 力图 为 斜 直 线 ， 弯 和 矩 图 为 开口 向 下 的 吓 
抛物 线 。 

(3) 画 剪 力图 和 弯 矩 图 

根据 上 述 结论 ， 分 段 作 出 前 力图 和 弯 抢 图 ， 分 别 如 图 5-22b、c 所 示 。 


[B] 5-13] 图 5-23a 所 示 简 支 梁 ， 在 截面 C、 处 各 作用 一 集中 载荷 下 。 试 利用 剪 力 、 弯 
矩 与 载荷 集 度 间 的 微分 关系 绘制 梁 的 前 力图 和 弯 矩 图 。 

解 : (1) 计算 支 座 反 力 

如 图 5-23a 所 示 ， 由 对 称 性 可 知 ， 梁 的 支 座 反 力 

FA 一 Fe =F 

(2) 计算 控制 截面 的 剪 力 和 弯 矩 

根据 载荷 情况 ， 将 梁 划 分 为 AC、CD、DB 三 段 ， 利 用 简便 方法 ， 求 得 各 段 梁 的 始点 和 
终点 截面 的 剪 力 和 弯 矩 分 别 为 

A 右 侧 截面 ; Ем, =F, МА, =0 

C 左 、 右 两 侧 截面 Ес = Е, Ғ«, =0, Mc = Ме, = Еа 

D 左 、 右 两 侧 截面 : Бә =0, Fw, =—F, М = Mo = Еа 
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也 左 侧 截面 : Fss =—F, Ms -0 

(3) 判断 前 力图 和 弯 矩 图 形状 

由 于 梁 上 无 分 布 载荷 作用 ， 故 各 段 梁 的 前 力图 均 为 水 平 直线 。 在 CD 段 ， 由 于 剪 力 Fs 恒 
为 零 ， 由 式 (5-4) 知 ， 该 段 的 弯 矩 М 为 常数 ， 即 对 应 弯 矩 图 应 为 水 平 直线 ; 其 他 两 段 的 弯 
矩 图 则 均 为 斜 直线 。 

(4) 画 前 力图 和 弯 和 矩 图 

根据 上 述 结论 ， 分 段 作 出 前 力图 和 弯 矩 图 ， 分 别 如 图 5-23b、c 所 示 。 

注意 到 ，CD 段 梁 的 剪 力 为 零 、 弯 矩 为 常数 ， 这 种 特殊 的 弯曲 情况 称 为 纯 弯 曲 。 


【 例 5-14] 图 5-24a 所 示 外 伸 梁 ， 已 知 М. =12kN* m, д = 4kN/m。 试 利用 剪 力 、 弯 
和 矩 与 载荷 集 度 间 的 微分 关系 绘制 梁 的 前 力图 和 弯 矩 图 。 

解 : (1) 计算 支 座 反 力 

如 图 5-24a 所 示 ， 由 平衡 方程 得 梁 的 支 座 反 力 

Fa =5kN, Fg = 13kN 

(2) 计算 控制 截面 的 前 力 和 弯 和 矩 

根据 载荷 情况 ， 将 梁 划 分 为 AC、CB 和 BD 三 段 ， 利 用 简便 方法 ， 求 得 各 段 梁 的 始点 和 
终点 截面 的 前 力 和 弯 矩 分 别 为 


АЖО: Ғзл, 一 一 5 kN, Ma, = 0 
CE, 右 两 侧 截 面 : Ее = Езс, = —5 ЕМ, Ме. = 一 10 kN。m， Ме, 一 2 kN，m 
也 左 、 右 两 侧 截面 : Fss = 一 5 ЕМ, Ев, 一 8kN， М = Ms, = —8 КМ • т 


р 201814; Fsp_ -- 0, Мы. = 0 
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(3) 判断 剪 力 图 和 弯 矩 图 形状 

由 于 АС, СВ 段 梁 上 无 分 布 载荷 作用 ， 故 这 两 段 梁 的 剪 力 图 均 为 水 平 直线 ， 弯 抢 图 均 为 
Еа. ВО 段 梁 上 有 向 下 的 均 布 载荷 ， 故 此 段 梁 的 前 力图 为 斜 直线 ， 弯 和 矩 图 为 开口 向 下 的 
凸 二 次 抛物 线 。 

(4) 画 剪 力图 和 弯 矩 图 

根据 上 述 结 论 ， 分 段 作 出 前 力图 和 弯 失 图， 分 别 如 图 5-24b、c 所 示 。 





【 例 5-15] 图 5-254 所 示 外 伸 梁 , 已 知 下 = 二 3kN, q = 一 2kN/m。 试 利用 前 力 、 弯 和 矩 与 载 
荷 集 度 间 的 微分 关系 绘制 梁 的 前 力图 和 弯 矩 图 。 

м. 1) 计算 支 座 反 力 

如 图 5-25a 所 示 ， 由 平衡 方程 得 梁 的 支 座 反 力 

Fa =2kN, Fs=7kN 

(2) ТЕЖЕП AR E НО 97 2) Я E 

根据 载荷 情况 ， 将 梁 划 分 为 AB、BC 两 段 ， 利 用 简便 方法 ， 求 得 各 段 梁 的 始点 和 终点 截 
面 的 前 力 和 弯 矩 分 别 为 


A 右 侧 截面 : Fsa, = 2 КМ, МА, = 0 
BE. 右 两 侧 截面 : Ез = --4 kN， Fsg, = ЗЕМ, Ms_ = Ма, = =g kN • m 
С 左 侧 截面 : Fsc =3kN, Mc -0 


(з) 判断 前 力图 和 弯 矩 图 形状 
由 于 BC 段 梁 上 无 分 布 载荷 作用 ， 故 此 段 梁 的 前 力图 为 水 平 直线 ， 弯 矩 图 为 斜 直线 。AB 
段 梁 上 有 向 下 的 均 布 载荷 作用 ， 故 此 段 梁 的 前 力图 为 斜 直线 ， 弯 矩 图 为 开口 向 下 的 凸 二 次 抛 
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物 线 。 

















МКМ тп 





(4) 确定 弯 矩 图 的 极 值 点 

由 前 力图 知 ， 在 АВ 段 梁 的 DD ЖИНА, 897] Fs = 0， 由 此 可 以 确定 ，AB БЕШ) ЖҮР 
截面 处 存在 极 值 。 设 该 截面 位 置 坐标 为 mn ， 由 前 力图 〈 见 图 5-25b)， 根 据 比 例 关系 易 得 

хо 一 1m 
由 简便 方法 ， 求 得 该 截面 的 极 值 弯 矩 为 
Mp 一 1kN。m 
(5) Ш ЛЕ УН 
根据 上 述 结论 ， 分 段 作出 前 力图 和 弯 矩 图 ， 分 别 如 图 5-25b、c 所 示 。 





【 例 S-16】 组 合 梁 如 图 5-26a 所 示 。 试 利用 剪 力 、 弯 矩 与 载荷 集 度 间 的 微分 关系 绘制 该 
梁 的 前 力图 和 弯 和 矩 图 。 
解 ; (1) 计算 支 座 反 力 
对 于 图 5-26a 所 示 组 合 梁 ， 不 难 判断 ，CB 梁 为 基本 部 分 ，AC 梁 为 附属 部 分 ， 根 据 
“ 先 附属 后 基本 ”的 原则 ， 首 先 研究 AC 粱 、 然 后 再 研究 CB 梁 ， 由 平衡 方程 依次 可 得 支 
座 反 力 
Fa =20kN, Ер = 50kN, Ms = 125kN.m 
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20 КМ: т 10 kN/m 





M/kN.m 


х 
20 20 


125 
с) 


Р 图 5-26 


(2) HARRIA 

根据 载荷 情况 ， 将 梁 划 分 为 AD、DE、EH 和 HB 四 段 ， 利 用 简便 方法 ， 求 得 各 段 梁 的 
始点 和 终点 截面 的 前 力 和 弯 矩 分 别 为 

А 右 侧 截面 : Ғзд, 一 20 КМ, Ма, 一 0 

рж. AMMAM: Fso = 20kN， Ес, =—20kN, M»_ = М, =20КМ*т 

Ет. BAWAH: Ев = Есе, = —20 КМ, МЕ 二 一 20kN*m, МЕ, -0 

Н 2. AAMA: Ен = Fary = —20 КМ, Мн = Мн, = —20 КМ • m 

B EMRAH: Езв_ = —50 kN, Ма = 一 125 kN。m 

(3) ЖІЕІВ 71 ЖІ Уа КРДА 


由 于 AD、DE 和 EH 段 梁 上 无 分 布 载荷 作 用 ， 故 这 三 段 梁 的 剪 力 图 均 为 水 平 直 线 ， 弯 和 矩 


图 均 为 斜 直线 。HB 段 梁 上 有 向 下 的 均 布 载荷 ， 故 此 段 梁 的 剪 力 图 为 斜 直线 ， 弯 和 矩 图 为 开口 
向 下 的 凸 二 次 抛物 线 。 


(4) 画 剪 力图 和 弯 矩 图 


116) 材料 力学 第 3 版 


根据 上 述 结论 ， 分 段 作 出 前 力图 和 弯 和 矩 图 ， 分 别 如 图 5-26b、c 所 示 。 
讨论 : 根据 匀 链 的 特性 可 以 推断 ， 在 匀 链 C 处 ， 弯 和 矩 应 为 零 。 该 结论 有 助 于 组 合 梁 的 弯 
和 矩 图 的 绘制 。 但 显然 ， 贸 链 С 的 存在 不 会 对 组 合 梁 的 前 力图 产生 影响 。 
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由 前 三 节 中 的 算 例 可 见 ， 梁 的 剪 力 、 弯 矩 与 梁 上 的 载荷 为 线性 关系 。 因 此 ， 
几 个 载荷 共同 作用 时 所 引起 的 前 力 、 弯 和 矩 ， 应 等 于 每 个 载荷 单独 作用 时 所 引起 
的 剪 力 、 弯 和 矩 的 代数 和 。 这 种 计算 方法 称 为 倒 加 法 。 用 全 加 法 作 弯 矩 图 有 时 更 
为 方便 ， 在 土木 行业 中 经 常 采用 。 现 举例 说 明 如 下 : 


【 例 5-17] 试用 蠢 加 法 作 图 5-27a 所 示 简 支 梁 的 弯 矩 图 ， 其 中 М, = 地 FL. 





М 
ЕА 
М 
Fl/8 


Fl4 





d) е) 
ЖІ 5-27 


解 : 首先 ， 分 别 作出 简 支 梁 在 FF 和 M. 单独 作用 下 〈 见 图 5-27b 和 图 5-27c) 的 弯 矩 图 如 
图 5-27e 和 图 5-27f 所 示 。 然 后 ， 再 将 这 两 个 弯 矩 图 晋 加 。 杰 加 时 ， 应 将 两 个 图 中 对 应 的 纵 坐 
їй Сй) 代数 相 加 。 由 于 两 个 弯 矩 图 均 为 直线 ， 故 乔 加 以 后 的 弯 矩 图 也 必定 为 直线 。 又 注 
意 到 ， 图 5-27e 中 的 直线 分 为 两 段 ， 而 图 5-27f 为 单一 直线 。 因 此 ， 只 需 友 加 A、C、B 三 个 
截面 的 弯 矩 值 ， 即 


即 可 作出 最 终 弯 矩 图 如 图 5-27d 所 示 。 
熟练 之 后 ， 可 以 省 略 中 间 过 程 ， 即 省 略图 5-27b、c、e、f， 直 接 根据 到 加 法 的 原理 作出 
图 5-27d Жж ЕНІ, 
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【 例 5-18】 试用 下 加 法 作 图 5-28a ВОК УКШ ЖШН, ЖЕ = 方 ga。 
解 : 省 略 中 间 过 程 ， 直 接 根据 蠢 加 法 原理 ， 作 出 守 矩 图 如 图 5-28b 所 示 。 











=y 





复习 思考 题 


5-1 什么 是 对 称 弯曲 ? 对 称 弯曲 时 梁 的 受 力 特 点 和 变形 特点 是 什么 ? 

5-2 梁 的 支 座 有 哪 几 种 基本 形式 ? 梁 上 的 载荷 有 哪 几 种 基本 形式 ? 静 定 梁 有 哪 几 种 基本 
类 型 ? 

5-3 什么 是 剪 力 ? ЖАЯ? 剪 力 和 弯 矩 的 正 负 号 如 何 确定 ? 该 符号 规则 与 坐标 系 的 
选取 是 否 有 关 ? 

5-4 如 何 用 截面 法 计算 梁 的 剪 力 和 弯 和 矩 ? 

5-5 ”如何 用 简便 方法 计算 梁 的 前 力 和 弯 矩 ? 计算 时 应 注意 什么 问题 ? 

5-6 如 何 建立 粱 的 剪 力 方程 和 弯 矩 方程 ? 试问 在 梁 的 何 处 需要 分 段 ? 

5-7 试 写 出 剪 力 、 弯 和 矩 和 载荷 集 度 间 的 微分 关系 表达 式 ， 并 说 明 各 式 的 力学 意义 和 数学 
意义 。 

5-8 如 何 确 定 最 大 弯 和 矩 ? 最 大 弯 矩 是 否 一 定 发 生 在 剪 力 为 零 的 横 截 面 上 ? 

5-9 在 集中 力 与 集中 力 偶 作 用 的 截面 处 ， 剪 力 和 弯 矩 各 有 何 变化 ? 如 何 利 用 这 些 特点 来 
绘制 剪 力图 和 弯 矩 图 ? 

5-10 对 思考 题 5-10 图 所 示 简 支 梁 的 m 一 m 截面 ， 若 用 截面 左 侧 的 外 力 计 算 前 力 和 弯 和 矩 ， 
ШЫЛ Fs MFE M 便 与 均 布 载荷 226; 若 用 截面 右 侧 的 外 力 计 算 ， 则 剪 力 Fs MEE M 
又 与 集中 载荷 下 无 关 。 这 样 的 论断 正确 吗 ? 为什么? 
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思考 题 5-10 图 
习 题 


51 试 求 习题 5-1 图 所 示 各 梁 指 定 截面 〈 标 有 细 线 处 ) 的 剪 力 和 弯 矩 。 








习题 5-1 图 
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5-2” 试 建立 习题 5-2 图 所 示 各 梁 的 剪 力 方程 和 弯 矩 方程 ， 绘 制 剪 力图 和 弯 失 图， 并 确定 
最 大 剪 力 和 最 大 弯 矩 。 























习题 5-2 图 


53 习题 5-3 图 所 示 各 梁 ， 试 利用 剪 力 、 弯 矩 和 载荷 集 度 间 的 关系 绘制 前 力图 和 弯 
жи. 

5-4 习题 5-4 图 所 示 外 伸 梁 ， 承 受 集 度 为 4 的 均 布 载荷 作用 。 试 问 当 а 为 何 值 时 梁 内 的 
EAB HE | M| > 最 小 。 

5-5 试 选 择 合适 的 方法 作出 简 支 梁 在 习题 5-5 图 所 示 四 种 载荷 作用 下 的 前 力图 和 弯 矩 
K, HERRERAS. 。 试 问 由 此 可 以 引出 哪些 结论 ? 
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习题 5-5 图 


d) 


5-6 试 作出 习题 5-6 图 所 示 各 刚 架 的 弯 和 矩 图 。 





а) b) c) 


习题 5-6 


5-7 ”试用 又 加 法 作出 习题 5-7 图 所 示 各 梁 的 弯 矩 图 。 
5-8 试 作 出 习题 5- 8 图 所 示 各 组 合 梁 的 前 力图 和 弯 矩 图 ， 并 确定 最 大 剪 力 和 最 大 弯 矩 。 
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2m Im Іт 


а) 





为 了 解决 梁 的 强度 问题 ， 需 要 在 弯曲 内 力 的 基础 之 上 进一步 研究 弯曲 应 力 。 

由 上 一 章 可 知 ， 一 般 情况 下 ， 梁 的 横 截面 上 同时 存在 着 
剪 力 和 弯 和 矩 。 因 为 剪 力 是 与 截面 相 切 的 内 力 ， 故 其 只 可 能 由 
切 向 内 力 元 素 «А 合成 ;而 弯 矩 则 显然 是 由 法 向 内 力 元 素 
odA 合成 的 ( 见 图 6-1) 。 这 意味 着 ， 在 一 般 情 况 下 ， 梁 的 横 
截面 上 将 同时 存在 着 切 应 力 т 和 正 应 力 c。 其 中 ， 弯 曲 切 应 
力 t 只 与 前 力 Fs 相关 ， 弯 曲 正 应 力 只 与 弯 矩 M 相关 。 

由 于 弯曲 应 力 还 与 梁 截 面 的 几何 性 质 有 关 ， 因 此 ， 本 章 
首先 介绍 截面 的 几何 性 质 ， 然 后 再 讨论 弯曲 应 力 及 其 强度 图 61 
. 计算 。 








第 二 节 截面 的 几何 性 质 


在 计算 杆 件 的 应 力 和 变形 时 ， 需 要 用 到 杆 件 横 截 面 的 几何 性 质 。 例 如 ， 在 
хы (НО 杆 计算 时 要 用 到 面积 A、 在 对 扭转 圆 轴 计 算 时 要 用 到 极 惯性 矩 I o 
同样 ， 在 计算 梁 的 应 力 和 变形 时 ， 将 用 到 静 矩 S AEE IL 等 截面 的 几何 性 
质 ， 依 次 介绍 如 下 : | 

-. ЖУМ 


任意 截面 图 形 如 图 6-2 所 示 ， 其 面积 为 A，Ozy 为 图 形 所 在 平面 内 的 任意 直 
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ЖУ. 围绕 点 (=,у), 取 微 元 面积 dA, 
则 ydA、zdA 分 别称 为 微 元 面积 dA 对 = 
轴 、y 轴 的 静 矩 ， 其 遍及 整个 截面 图 形 面积 
А 的 积分 

S; = | yaa, 5; = | zaa (6-1) 


分 别 定 义 为 截面 图 形 对 «Н, у ЖЖ. 
显然 ， 截 面 图 形 的 静 矩 是 对 某 轴 而 言 
的 ,坐标 轴 不 同 ， 静 和 矩 就 不 同 。 由 于 式 图 6-2 
(6-1) 中 的 坐标 z. у 可 能 为 正 也 可 能 为 负 ， 
因此 静 矩 值 可 能 为 正 ， 可 能 为 负 ， 也 可 能 为 零 。 兽 生 的 量 网 为 长 度 的 三 次 方 ， 
在 国际 单位 制 中 ， 其 单位 为 mi 。 
截面 图 形 的 静 矩 也 可 以 通过 截面 图 形 的 形 心 坐标 来 计算 。 
根据 理论 力学 中 介绍 的 平面 图 形 的 形 心 坐标 计算 公式 








f yaa | zaa 
= , жо =H (6-2) 
k А А” 
а УИЛ ААК ЖҚ 
5. = Ау,» 8, 一 Azc (6-3) 


利用 式 (6-3) 来 计算 截面 图 形 的 静 和 矩 往 往 比较 方便 。 

由 式 〈6-3) ， 易 得 如 下 推论 : 

若 某 坐 标 轴 通 过 截面 图 形 的 形 心 ， 则 截面 图 形 对 该 轴 的 静 和 矩 必 为 零 ; 反之 ， 
若 截面 图 形 对 某 坐 标 轴 的 静 和 矩 为 零 ， 则 该 坐标 轴 必 通过 截面 图 形 的 形 心 。 

LBI 6-11 Ж ШШ 6-3 所 示 ， 试 求 阴影 部 分 面积 对 с. уй. 

М. (1) 计算 静 矩 S. | 

матага 

3h 


# = = а= H 
А" = fh Ус* hyh 8 


根据 式 (6-5) 即 得 阴影 部 分 面积 对 = Е 


3bh? 
TUE 32 





5, = A" ye = 
(2) HARE 5, 
因为 у 轴 通 过 阴影 部 分 图 形 的 形 心 C”， 故 由 上 述 推论 得 阴影 图 6-3 
部 分 面积 对 y ІНЕ 





5, -0 
若 截 面 图 形 是 由 几 个 简单 图 形 组 合 而 成 ， 则 利用 理论 力学 中 的 组 合 图 形 的 形 心 坐标 计算 
AR, TERRE 
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5. - by 5, = » (6-4) 
i=1 Сын; 

即 截面 图 形 对 某 轴 的 静 和 矩 就 等 于 其 各 组 成 部 分 图 形 对 同一 轴 静 和 矩 的 代数 和 。 式 中 ，A, 、 
(zci у ) 分 别 为 其 中 第 i 个 组 成 部 分 图 形 的 面积 、 形 心 坐 标 。 由 于 每 一 个 组 成 部 分 都 是 简单 
图 形 ， 其 面积 和 形 心 坐标 很 容易 确定 ， 因 此 ， 利 用 式 (6-4) 来 计算 组 合 截 面 图 形 的 静 矩 往往 
比较 方便 。 





【 例 6-2〗 某 梁 的 截面 图 形 如 图 6-4 所 示 ， 试 求 该 截面 图 形 对 图 示 x 轴 、y ІНЕ. 





解 : 因为 у 轴 为 对 称 轴 ， 通 过 截面 图 形 的 形 心 ， 故 有 5, = 0， 只 需 计 算 5. 即 可 。 
如 图 6-4 所 示 ， 此 截面 可 以 看 作 是 由 两 个 矩形 工 、[ 组 成 ， 由 式 (6-4) 即 得 
5. = А.у. +Asye, = (0. 1X0. 02X0. 15) m’ + (0. 14X0. 02X0. 07) m° = 4. 96107* m’ 


二 、 惯 性 矩 和 惯性 半径 


任意 截面 图 形 如 图 6-5 所 示 ， 其 面积 为 A，Ozy 为 图 形 所 在 平面 内 的 任意 直 
HERR. EAA (z,y)， 取 微 元 面积 dA, Л] y’ dA, гал 分 别称 为 微 元 面积 
dA 对 z 轴 、y 轴 的 惯性 矩 ， 其 遍及 整个 截面 图 y 
形 面积 A 的 积分 


Ci =| y:dA,， I, = | х? аА (6-5) 
А А 


分 别 定义 为 截面 图 形 对 = 轴 、y 轴 的 惯性 矩 。 
以 о 表示 微 元 面积 dA 到 坐标 原点 О 的 距离 





( 见 图 6-5) M o dA 称 为 微 元 面积 dA 对 点 DO ° z 
RIRE, ， 其 遍及 整个 截面 图 形 面 积 А 的 积分 图 6-5 


І, = | oaa (6-6) 
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定义 为 截面 图 形 对 坐标 原点 О 的 极 惯 性 矩 。 由 于 po: =y tr, ЖОН 

І, -1,--І, (6-7) 
即 截面 图 形 对 任意 一 对 正 交 坐 标 轴 的 惯性 矩 的 和 等 于 截面 图 形 对 两 轴 交 点 的 极 
ЖЕ. 

由 上 述 定义 式 可 见 ， 截面 图 形 的 惯性 矩 是 对 某 坐 标 轴 而 言 的 ， 坐 标 轴 不 同 ， 
惯性 矩 就 不 同 ;惯性 矩 值 恒 为 正 ， 惯 性 矩 的 量 纲 为 长 度 的 四 次 方 ， 在 国际 单位 
制 中 ， 其 单位 为 m’。 

将 截面 图 形 的 惯性 矩 I.、 工 分 别 写成 其 面积 A 与 某 长 度 i. i 平方 的 乘积 ， 即 

L = A I = A (6-8a) 


pS %, b= | е (6-8b) 


分 别称 为 截面 图 形 对 = 轴 、y 轴 的 惯性 半径 或 回转 半径 ， 在 国际 单位 制 中 ， 其 单 
位 为 m。 

【 例 6-31 试 计算 图 6-6 所 示 和 矩形 截面 对 其 对 称 轴 = ІЛУ 
ФЕ. 

Ж: 先 求 对 z НАЕ. ШИ 6-6 所 示 ， 微 元 取 平 行 于 z 
轴 、 高 度 为 dy 的 狭长 矩形 ， 则 微 元 面积 dA = bdy， 代 入 定义 式 积 


分 ， 即 得 矩形 截面 对 = ИМЯ ТЕЛІ 
1. = | ›'4А = | уау = „м 
а ШЕ,” ұйыды. 
用 同样 的 方法 可 以 求 得 矩形 截面 对 у 轴 的 惯性 矩 
1 


г, = іі» 图 6-6 


其 中 








【 例 6-41 计算 图 6-7 所 示 圆 形 截面 对 其 形 心 轴 的 惯性 矩 。 


уі 
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解 : 已 知 圆 形 截面 对 圆心 的 极 惯性 矩 〈 见 第 四 章 第 三 节 ) 
ее АР, ви 
五 = 357D 

由 于 圆 形 是 中 心 对 称 图 形 ， 所 以 有 L =I, PRIA (6-7) 即 得 


1 жасы ДЫ 





计算 图 6-8 所 示 圆 环形 截面 对 其 形 心 轴 的 惯性 矩 。 


уі 


【 例 6-51 


8) 











м: 与 例 6-4 同 理 ， 得 





= кер = гу 4 
Т. 1, z lv ара a) 


ЖИ, а= 4, 为 圆 环 的 内 外 径 比 。 


三 、 惯 性 矩 的 平行 移 轴 公式 

图 6-9 所 示 截 面 图 形 ， 其 中 ，xc WA у. 轴 为 通过 图 形 形 心 C 的 一 对 直角 坐 

标 轴 ， 称 为 形 心 坐标 轴 。 图 形 对 形 心 轴 ес, 
yc 的 惯性 矩 分 别 为 

1, = | вал, la = | убал (а) 

设 任意 z 轴 平 行 于 xc 轴 ， 两 轴 间 的 距离 

Жа, 任意 y 轴 平 行 于 yc 轴 ， 两 轴 间 的 距离 

为 6。 截面 图 形 对 z 轴 、y 轴 的 惯性 矩 分 别 为 

I = ча, І, = | :dA (b) 

# y = ysta, z =z Б ТАР 


(b), Æ 
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I; = Го. 十 a)*dA = | уга А + za| yedA 十 af dA = |І, + 2aS., + аА 


1, = КЕ -ЫМА- |, z&dA + z| сайда |, dA = І, + 205, БА 
由 于 之 C 轴 、 Ус 轴 为 形 心 轴 ， 故 有 Sa S Sy. =0, 从 而 得 到 
І. SL TA 1,-1, РА (6-9) 


上 式 称 为 惯性 矩 的 平行 移 轴 公式 。 它 对 于 计算 组 合 截面 图 形 的 惯性 矩 十 分 
有 用 。 现 举例 说 明 如 下 : 


【 例 6-61 计算 图 6-10 所 示 工 形 截面 对 其 形 心 轴 zc 的 惯性 矩 。 





图 6-10 


解 : 该 截面 图 形 可 视 为 由 矩形 工 、 开 组 合 而 成 。 利 用 惯性 矩 的 平行 移 轴 公 式 (6-9)， 先 
FAAEE I, ПА хс 轴 的 惯性 矩 


IL = 11,+аїА, = (17 10020" х10-=) m‘ (150—103. 3)* Х100Х 20х10) т! 
= 4. 423х107 ті ' 
T! = IL +а8А, = (73% 20x140" x107) mt +[(103. 3—70)? X 140X 20X107] ml 


= 6. 586X 107° т! 
整个 截面 图 形 对 zc 轴 的 惯性 矩 则 为 
„= ТІ. +ы, = 4, 423х107 п4--6.586Х1076 mt = 11.009Х1076 т! 


四 、 惯 性 积 及 其 平行 移 轴 公式 


任意 截面 图 形 如 图 6-5 所 示 ， 其 面积 为 A，Ozy 为 图 形 所 在 平面 内 的 任意 直 
角 坐 标 系 。 围 绕 点 (y), RALE аА, M zydA 称 为 微 元 面积 dA 对 坐标 
іс. у 的 惯性 积 ， 其 遍及 整个 截面 图 形 面积 A 的 积分 


本 = | zydA (6-10) 
А 
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定义 为 截面 图 形 对 坐标 轴 =. у 的 惯性 积 。 

截面 图 形 的 惯性 积 是 对 坐标 轴 而 言 的 ， 坐 标 轴 不 同 ， 惯 性 积 就 不 同 ; 惯性 
积 值 可 能 为 正 ， 可 能 为 负 ， 也 可 能 为 零 ; 惯性 积 的 量 纲 为 长 度 的 四 次 方 ， 在 国 
际 单位 制 中 ， 其 单位 为 m. у 

如 图 6-11 所 示 ， 若 直角 坐标 轴 z、y 中 有 
一 个 是 截面 图 形 的 对 称 轴 ， 则 由 定义 式 易 知 ， 
图 形 对 该 坐标 轴 的 惯性 积 必 为 零 。 

不 难 证 明 ， 惯 性 积 的 平行 移 轴 公式 为 

Io = І. аА (6-11) 

AF, сой. у 轴 为 形 心 坐标 轴 ; 任意 > 轴 、 
у 轴 分 别 平行 于 zc 轴 、yc M; a 和 2 为 图 形 形 
心 在 坐标 系 Огу 中 的 坐标 〈 见 图 6-9)， 应 注意 
其 正 负 号 。 图 6-1 


E, Фф Дх Б ERIE у 
为 


如 图 6-12 所 示 ， 设 截面 图 形 对 直角 坐 
标 轴 е, у 的 惯性 矩 与 惯性 积 为 I.、 了 与 а 
1.,， 若 将 直角 坐标 轴 2. у 绕 坐 标 原 点 O 
旋转 a 角 ， 得 到 新 的 直角 坐标 轴 21.09)» 
并 规定 a ЖЕНЕ ЖЕ, ЛЕГЕ 
明 ， 该 截面 图 形 对 直角 坐标 轴 21. у, 的 














惯性 矩 与 惯性 积分 别 为 图 6-12 
= оозда І. sin2a (6-12) 
І, = оова, іда (6-13) 
L» = апда. cos2a (6-14) 


以 上 三 式 分 别称 为 惯性 矩 与 惯性 积 的 转轴 公式 。 
Өзі (6-14) 等 于 零 ， 得 对 应 转角 

Жк. 

Ж? 
由 于 反正 切 函 数 的 定义 域 是 〈 一 ce, 十 co)， 因 此 在 以 点 O 为 坐标 原点 的 所 

有 直角 坐标 轴 中 ， 一 定 存在 着 一 对 特殊 的 坐标 轴 z。、y,， 截 面 图 形 对 该 直角 坐 

标 轴 z。、y。 的 惯性 积 I， 等于零。 这 一 对 直角 坐标 轴 zon у, 称 为 主 惯性 轴 ， 简 

称 主轴 。 截 面 图 形 对 主轴 的 惯性 矩 称 为 主 惯 性 和 矩 。 如 果 坐 标 原 点 位 于 截面 图 形 





tan2ao = (6-15) 
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的 形 心 ， 则 对 应 的 主 惯性 轴 与 主 惯性 矩 分 别称 为 形 心 主 惯 性 轴 (简称 形 心 主轴 ) 
МЕРЕ, 

如 前 所 述 ， 只 要 直角 坐标 轴 中 有 一 个 是 图 形 的 对 称 轴 ， 则 图 形 对 该 直角 坐 
标 轴 的 惯性 积 必 为 零 ， 故 有 结论 : 其 中 有 一 个 轴 为 图 形 对 称 轴 的 直角 坐标 轴 就 
是 主 惯性 轴 。 在 图 形 没 有 对 称 轴 的 情况 下 ， 主 惯性 轴 200. y, 的 位 置 则 可 由 式 
(6-15) 确定 。 在 确定 了 主 惯 性 轴 的 方位 角 о 后， 将 其 代入 式 (6-12) 和 式 
《6-13)， 即 可 求 得 主 惯性 矩 。 主 惯性 矩 亦 可 直接 根据 下 式 计 算 


A Lti, | р ТО LIFE 








(6-16) 





Lth l рурат" 
І, 2 Т ЫЕ 


0 


还 可 以 证 明 ， 在 对 以 点 О 为 坐标 原点 的 所 有 坐标 轴 的 惯性 矩 中 ， 对 主轴 с, 
y 的 两 个 主 惯性 矩 I, 、I，， 一 个 是 最 大 值 ， 另 一 个 就 是 最 小 值 。 








第 三 节 弯曲 正 应 力 


在 某 一 梁 段 上 ， 前 力 恒 为 零 ， 弯 和 矩 为 常 值 ， 如 图 6-13 所 示 简 支 梁 的 CD 8, 
这 种 情况 称 为 纯 弯曲 。 而 对 于 前 力 与 弯 矩 
同时 存在 的 一 般 情形 ， 则 可 称 为 横 力 弯曲 。 

在 纯 弯曲 的 情形 下 ， 梁 的 横 截 面 上 只 
有 弯曲 正 应 力 。 为 方便 起 见 ,， 现 以 纯 弯 曲 
梁 为 研究 对 象 ， 来 确定 弯曲 正 应 力 的 分 布 
规律 。 与 确定 扭转 切 应 力 类 似 ， 需 依次 从 қ 
变形 几何 条 件 、 物 理 条 件 ， 以 及 苦力 平 衡 F 
条 件 这 三 个 方面 进行 分 析 。 

如 图 6-14 所 示 ， 设 在 粱 的 纵向 对 称 面 Ж 
内 ， 作 用 一 对 大 小 相等 、 转 向 相反 、 和 矩 为 M. Е 
的 外 力 偶 ， 使 梁 产生 纯 弯 曲 。 此 时 ， 梁 任 一 


М 
横 截 面 上 的 弯 矩 M 均等 于 外 力 偶 矩 M.。 Ға 
1. 几何 关系 


梁 弯 曲 变形 前 、 后 的 几何 形状 分 别 如 7 
图 6-14a、b 所 示 。 通 过 对 纯 弯 曲 梁 的 变形 
, 进行 观察 ， 可 以 发 现 如 下 现象 : ІН 753 
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с) d) 


图 6-14 


(1) 横向 线 mman) 在 变形 后 依然 为 直线 ， 只 是 旋转 了 一 个 角度 ， 并 仍然 
与 弯曲 后 的 纵向 线 正 交 ; 

(2) 纵向 线 ай) 弯 成 弧 线 ， 其 中 位 于 粱 上 部 的 纵向 线 缩短 ， 位 于 粱 下 部 
的 纵向 线 伸 长 。 

根据 上 述 现象 ， 可 以 提出 下 列 两 个 假设 ; 

(1) 梁 的 模 截 面 在 变形 后 仍 保持 为 平面 并 和 弯曲 后 的 纵向 线 正 交 。 这 称 
为 弯曲 变形 的 平面 假设 ， 

(2) 梁 内 各 纵向 “纤维 ”受到 单 向 拉 伸 或 压缩 ， 彼 此 间 互 不 挤 压 、 互 不 牵 
拉 。 这 称 为 单 向 受 力 假设 。 

根据 平面 假设 ， 梁 上 部 的 纵向 00 BRERA 
“纤维 ”缩短 ， 下 部 的 纵向 “纤维 ” / 
伸 长 ， 由 变形 的 连续 性 可 以 推断 ， 
其 中 间 部 位 必然 有 一 层 既 不 伸 长 也 
不 缩短 、 长 度 保持 不 变 的 纵向 “ 纤 
维 ”， 这 一 纵向 “纤维 ” 层 称 为 中 
性 层 ， 中 性 层 与 横 截 面 的 交 线 称 为 HER 1 ййш 
中 性 轴 ， 如 图 6-15 所 示 。 

以 中 性 轴 为 = 轴 、 以 横 截面 的 对 称 轴 为 y 轴 ， 在 横 截 面 内 建立 直角 坐标 系 





中 性 层 
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Ozy， 并 规定 y 轴 以 向 下 为 正 〈 见 图 6-14c) 。 此 时 ， 中 性 轴 z 的 位 置 尚 待 确定 。 
根据 平面 假设 ， 变 形 前 相距 dz 的 两 横 截 面 ， 变 形 后 各 自 绕 中 性 轴 相 对 转 过 
dg 角 ， 则 距 中 性 层 为 y 的 纵向 “纤维 ”bb 变形 后 的 长 度 为 〈 见 图 6-14b) 
= (р--у)40 
其 中 ，p 为 中 性 层 的 曲率 半径 。 由 于 纵向 “纤维 ”把 的 原 长 历 二 dz， 又 00 = 
dz = pd9， 所 以 纵向 “ “纤维 ”bb 的 纵向 线 应 др. 
` bb _ (oty)dð—pd0_ y 
bb 040 0 
在 同一 横 截 面 处 ， 中 性 层 的 曲率 半径 po 为 定 值 ， 故 上 式 表 明 : 梁 横 截面 上 任 
意 点 处 的 纵向 线 应 变 与 该 点 到 中 性 层 的 距离 成 正比 。 
2. 物理 关系 
根据 单 向 受 力 假设 ， 当 应 力 o 小 于 比例 极限 ao, М, 利用 胡 克 定律 由 式 
(a) 得 


(a) 





s =E% (b) 
0 


Жоо» 表明 : 梁 横 截面 上 任意 点 的 正 应 力 в 与 该 点 的 纵 坐 标 у REL, B 
弯曲 正 应 力 沿 截面 高 度 方向 呈 线 性 分 布 ， 如 图 6-14d Ат. 

3. 静 力 学 关系 

如 图 6-14c 所 示 ， 横 截面 上 各 点 的 法 向 内 力 元 素 сад 构成 一 平行 于 轴线 (x 
轴 ) 的 空间 平行 力 系 。 由 于 纯 弯曲 梁 的 横 截面 上 没有 轴 力 Fsv， 只 存在 一 个 位 于 
纵向 对 称 面 ху 内 的 弯 矩 M， 故 有 如 下 静 力 学 关系 : 


| oaa = Еу--0 (с) 
| ydd4A = М (d) 
A 


Жж о) RAR (ec)， 并 注意 到 对 于 同一 截面 ， 二 为 常数 ， 即 得 截面 对 中 
性 轴 z ВОН 
S, = | yaa = 0 


这 表明 ， 中 性 轴 z 一 定 通过 截面 的 形 心 。 
再 将 式 b) RAR (d)， 则 得 


Ef yeaa ~ Er =M (e) 
由 此 ， 得 中 性 层 的 曲率 


(6-17) 
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上 式 表明 ， 梁 弯曲 变形 后 的 曲率 与 弯 矩 M 成 正比 、 与 EI 成 反比 。 故 称 
ЕІ. 为 梁 的 抗 弯 刚度 ， 它 反映 了 梁 对 弯曲 变形 的 抗力 。 在 同样 的 载荷 作用 下 ， 梁 
HRSA ЕТ, 越 大 ， 其 弯曲 的 曲率 就 越 小 ， 即 弯曲 变形 的 程度 就 越 小 。 式 
(6-17) 是 计算 梁 弯 曲 变形 的 基本 公式 ， 将 在 下 一 章 中 深入 讨论 。 

将 式 (6-17) ERE 〈b) ， 最 终 得 到 弯曲 正 应 力 的 计算 公式 
_ Му 
| Т. 

RP, МВ а кіп; 1. 为 横 截 面 对 中 性 轴 z WREE; y 为 点 的 纵 华 
标 ， 亦 即 点 到 中 性 轴 z 的 距离 。 

由 式 (6-18) 可 见 ， 梁 弯曲 时 ， 横 截面 在 中 性 轴 上 各 点 处 的 正 应 力 为 零 v 以 
中 性 轴 为 界 ， 横 截面 被 分 为 两 个 区 域 。 其 中 ， 一 个 区 域 受 拉 ， 其 上 各 点 产生 拉 
应 力 ; 另 一 个 区 域 受 压 ， 其 上 各 点 产生 压 应 力 。 某 点 的 应 力 是 拉 是 压 ， 通 过 式 
(6-18) PZE М 与 点 的 纵 坐 标 y 的 正 负 号 就 可 以 确定 。 但 更 为 便捷 的 方法 是 根 
据 弯 曲 变形 直接 判断 ， 梁 弯曲 后 ， 以 中 性 轴 为 界 ， 靠 近 凸 边 一 侧 受 拉 ， 靠 近 问 
边 一 侧 受 压 。 这 样 ， 在 计算 时 就 可 以 不 考虑 式 (6-18) 中 M 与 y 的 正 负 号 了 。 

应 该 指出 ， 尽 管 式 (6-18) 是 在 纯 弯曲 的 前 提 下 建立 的 ， 但 进一步 的 理论 研 
究 表明 ， 对 于 一 般 的 横 力 弯曲 ， 只 要 梁 的 长 度 与 梁 的 截面 高 度 之 比 L/h >5, € 
同样 可 以 适用 。 

LHI 6-1 如 图 6-16 所 示 ， 试 求 矩形 截面 梁 A 端 右 侧 截面 上 a 、b5、c、4d 这 四 个 点 的 弯曲 
正 应 力 。 


(6-18) 


б 











解 : (1) MESE 

该 梁 为 纯 弯 曲 ， 其 任 一 截面 上 的 弯 矩 均 相 等 ， 为 
М = 20 kN。m 

(2) 计算 横 截 面 的 惯性 矩 


1 _ (150X107? т) Х(300Х 107% m)? 


Баз 3 = 一 4 4 
1, 12°^ 12 3.375Х10 “т 





(3) 计算 各 点 的 正 应 力 
根据 式 (6-18), 算得 梁 A 端 右 侧 截 面 上 a、5 两 点 的 正 应 力 分 别 为 
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My, _ 0X10 № • т) Х (150х107 т) 
= 00 = 8.89Х10% Ра = 8. 
б, T. ГЕРЕ Ее 8. 89X10° Ра = 8. 89 MPa 





Му, _ (20х10 М» т) Х (75X10? т) 
= z = 4. 44X 10° Pa = 4.44 М 
人 二 3.375X 10" пи эра нн 


< 点 在 中 性 轴 上 ， 故 < 点 的 正 应 力 





а. 三 0 
d 点 与 a 点 位 于 中 性 轴 的 两 人 出， 且 关 于 中 性 轴 对 称 ， 故 4 点 的 正 应 力 
ба 一 一 = —8. 89 MPa 


正 号 表示 a、b 两 点 为 拉 应 力 ， 负 号 则 表示 d 点 为 压 应 力 。 





【 例 6-8〗 个 形 截面 外 伸 梁 如 图 6-17a 所 示 ， 已 知 截面 的 形 心 主 惯性 矩 L = 7.64Х10% mm, 
形 心 位 置 尺寸 y = 52 mm。 试 求 此 梁 的 最 大 拉 应 力 和 最 大 压 应 力 。 











т 
80 
о 
ж N 
z |9 
К & 
у 
20 
а) b) 


M/kN:m 





хү 


с) 
图 6-17 


м. (1) 确定 梁 的 最 大 弯 矩 及 其 所 在 截面 
由 平衡 方程 得 梁 的 支 座 反 力 ( 见 图 6-17a) 
Fa = 1.25 ЕМ, Fa = 5.25kN 
作出 梁 的 弯 矩 图 如 图 6-17c 所 示 。 由 弯 矩 图 知 ， 梁 的 最 大 正 弯 矩 发 生 于 截面 互 ， 最 大 负 弯 
矩 发 生 于 截面 B， 它 们 的 大 小 分 别 为 

Мұ = 2.5 КМ • т, Ms =4КМ,*т 
(2) HARE ЕШЮЕ ЖАЛ 2141 Ж Ж ЕЛУ 2 
根据 式 〈6-18) ， 得 截面 互 的 最 大 拉 应 力 和 最 大 压 应 力 分 别 为 


_ Mey, _ (25X10 №. m)X(8.8X10 т) _ дыме 
І. 7. 64х10 m’ 28.8Х 10° Ра = 28. 8 MPa 








ах 
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Me (2.5X10° N° m)X(5. 2X10 т) _ 
w 7. 64107 т! 


(3) 计算 截面 В 的 最 大 拉 应 力 和 最 大 压 应 力 
根据 式 (6-18)， 得 截面 В 的 最 大 拉 应 力 和 最 大 压 应 力 分 别 为 





17.0Х 10° Ра = 17.0 MPa 


бах = 27.2X10s Ра = 27.2 MPa 
Ғ Мау) _ (4X10 N * m) Х(8.8Х1077 m) 
ш Її, 7. 64х10 т! 
由 上 述 计算 结果 可 知 ， 梁 的 最 大 拉 应 力 发 生 在 已 截面 的 下 边缘 处 ， 最 大 压 应 力 发 生 在 В 
截面 的 下 边缘 处 ， 大 小 分 别 为 
бл ~ б = 28.8 МРа» о = 65. = 46.1 MPa 





46. 1 X10 Ра = 46.1 MPa 














第 四 节 弯曲 正 应 力 强度 计算 


由 式 (6-18) Ж, чу = y,,.， 即 在 横 截 面 上 距离 中 性 轴 = 最 远 的 上 СЕ) 
边缘 各 点 处 ， 弯 曲 正 应 力 有 最 大 值 ， 为 





M 
аса на (6-19) 
І. 
A 
1. 
w, = (6-20) 
де 


则 式 (6-19) 可 改写 为 
өше а (6-21) 


AF, W. 称 为 抗 弯 截 面 系数 ， 它 取决 于 截面 的 几何 形状 与 尺寸 。 在 国际 单位 制 
H, HERRA УУ. 的 单位 为 mi 。 | 
对 于 宽 为 bp、 高 为 h 的 矩形 截面 ， 抗 弯 截 面 系 数 
28. ВЛ 1 
h/2 h/2 6 
对 于 直径 为 d 的 圆 形 截面 ， 抗 弯 截 面 系数 
Ra 1 
4/2 4/2 32 
对 于 内 径 为 &、 外 径 为 了 的 圆 环 形 截面 ， 抗 弯 截 面 系数 


E + ЖӘНГІР ОНИ ЫШЫ э 14 
Б D72 32) (1=@ 





W. bh? 


та? 





W. 


Wo = 
AP, а 为 内 外 径 比 。 
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在 确定 弯曲 正 应 力 的 最 大 值 后 ， 即 有 弯曲 正 应 力 强度 条 件 


в = Мі Гол (6-22) 


上 式 适 用 于 许 用 拉 应 力 和 许 用 压 应 力 相等 的 塑性 材料 。 

对 于 许 用 拉 应 力 [cj 和 许 用 压 应 力 Lo] 不 相等 的 脆性 材料 ， 则 应 如 例 6- 
8 Агол, 分别 确定 梁 的 最 大 拉 应 力 ow 和 最 大 压 应 力 ccwx*， 然 后 再 分 别 进行 强度 
计算 。 即 对 于 脆性 材料 ， 弯 曲 正 应 力 强度 条 件 应 为 

қы 5 Гө 1 

бал ЕЕ EM 
【 例 6-91 图 6-18a ШЕЛІ ТӘЖІН ІР. DCMR F = 45 КЧ, 长 度 1 = 4m， 许 

J [oj= 140 MPa。 若 不 计 梁 的 自重 ， 试 根据 弯曲 正 应 力 强度 条 件 确定 工 字 钢 型 号 。 


т 


(6-23) 








MEkEN-m 


180 








b) 


图 6-18 


解 : С) МЕКЕ 
ТЕШ Ж ЗЕ ЭШЕ 6-18b 所 示 。 可 见 ， 此 梁 的 最 大 弯 矩 发 生 在 固定 端的 右 侧 截面 ， 
大 小 为 





|M] max = 180 kN • m 





(2) 强度 计算 
根据 梁 的 弯曲 正 应 力 强度 条 件 ， 得 梁 所 需 的 抗 弯 截 面 系数 
|M] max _ 180X1 Nm уа ы 
W> uosio m RN ш" = 1286 сш 


由 附录 B 中 工 字 钢 型 钢 表 查 得 ， 可 选用 No. 45а 工 字 钢 ， 其 抗 弯 截 面 系数 W. = 1430 cm, 
满足 强度 要 求 。 

讨论 : 若 考 虑 梁 的 自重 ， 则 粱 的 自重 应 作为 均 布 载荷 ( 见 图 6-18c)。 由 型 钢 表 查 得 ， 
， No. 45а 工 字 钢 的 自重 集 度 g = 80.42 kg/mX9.8 m/s? = 788 N/m。 此 时 不 难 验 算 ， 不 计 梁 
的 自重 所 引起 的 计算 误差 为 3. 5%， 这 在 工程 中 是 允许 的 。 


яла ашыл (137) 


【 例 6-101 钢 制 等 截面 简 支 梁 受 均 布 
载荷 g 作 用 ， 横 截面 为 h = 2 的 矩形 ， 如 
图 6-19 所 示 。 已 知 均 布 载荷 q = 50 kN/m, 
梁 的 跨度 ! = 2 п, 许 用 应 力 [oj] = 
120 MPa, ЖЖ. (1) 梁 按 图 6-19b 放置 时 
的 截面 尺寸 ; (D 梁 按 图 6-19c 放置 时 的 
截面 尺寸 。 

解 : (1) 确定 最 大 弯 卸 

作出 梁 的 弯 和 矩 图 如 图 6-194 所 示 。 可 
见 ， 危 险 截面 在 粱 的 跨 中 ， 该 处 的 最 大 弯 
矩 的 大 小 为 











Ж 
[M | max ғ! 


(2) 强度 计算 
按 图 6-19b 放置 时 ， 根据 梁 的 弯曲 正 应 力 强 度 条 件 


Lap 
2 
|M] m _ 8 39° < fo] 











将 六 == 26 代入 ， 得 
3 3 
391 3х50х 10 х2? 
Si ge с ы 2-1 
а To ау ух сода Aa 
бі = 68 тт, А, = 136 mm 


按 图 6-19c КЖЕ, КЕЖЕ, НШ ЖЖЖ. = ri, MENSAE 
应 力 强度 条 件 , 得 ， 


3 3 
За 3X50X10 X2 
之 一 = 85. 
b Zall] N жак - Bodinm 


b: = 86 mm, А, = 172 mm 
讨论 : 由 计算 结果 可 知 ， 两 梁 的 横 截 面 面 积 之 比 A;/Al = (h/b)? = 1. 59, ШІН 6-19с 
梁 所 用 材料 是 图 6-19b 梁 所 用 材料 的 1. 59 倍 。 这 表明 ， 和 矩形 截面 按照 图 6-19b 放置 时 的 承载 
能 力 要 明显 高 于 按照 图 6-19c 放置 时 的 承载 能 力 。 这 是 因为 粱 弯曲 时 中 性 轴 附 近 的 正 应 力 很 
小 ， 而 将 矩形 截面 按照 图 6-19c 放 置 ， 将 较 多 材料 放 在 中 性 轴 附 近 ， 使 得 这 部 分 材料 未 得 到 
充分 利用 。 





故 取 





故 取 





【 例 6-11】 权 形 截面 铸铁 粱 如 图 6-20a 所 示 ， 已 知 截面 的 形 心 主 惯性 矩 I = 5260X10! mm, 
形 心 位 置 尺 寸 = 77 mm, у, = 120 mm， 铸 铁 材料 的 许 用 拉 应 力 [cl]= 30 MPa、 许 用 压 
MH [co.]= 90 MPa。 试 确定 此 梁 的 许可 载荷 [F]. 
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М/ “М.т 


2Ғ 


解 : (1) HERKESE 
作出 梁 的 弯 矩 图 如 图 6-20b 所 示 ， 可 见 最 大 弯 矩 发 生 于 B 截面 ， 其 大 小 为 
[M] ma = ІМ,|-Ех2т 
(2) 强度 计算 
В 截面 处 弯 矩 为 负 值 ， 由 梁 上 侧 受 拉 、 下 侧 受 压 的 变形 情况 可 以 知道 ， 危 险 截面 处 最 大 
拉 应 力 和 最 大 压 应 力 分 别 发 生 在 该 截面 的 上 边缘 和 下 边缘 各 点 处 ， 应 根据 式 (6-23) 分 别 进 
行 强度 计算 。 














由 拉 应 力 强 度 条 件 
|M] my ЕХ? тх(77Х1073 m) 
pan ЕР = 6 
бола» Т. аворо ай 50 10 Pa 
得 
F < 10. 25X10° N = 10. 25 kN 
由 压 应 力 强 度 条 件 
\М| ху, FEX2mx(120X10-3 m) 
< 90х10 
кемік Т. 5260100109 590Х10 Ра 
得 


F <19.72Х10% М = 19.72 ЕМ 
所 以 ， 此 梁 的 许可 载荷 
[Е]= 10.25 kN 


【 例 6-12] 工 形 截面 铸铁 粱 所 受 载荷 和 截面 尺寸 分 别 如 图 6-21a、b 所 示 。 已 知 材料 的 许 
用 拉 应 力 [cj]= 40 MPa, FAEM [0.1 = 100 MPa， 试 校 核 此 梁 的 弯曲 正 应 力 强度 。 

解 : (1) 确定 最 大 弯 矩 

作出 粱 的 弯 矩 图 如 图 6-21с 所 示 。 由 图 可 见 ， 截 面 了 处 有 最 大 负 弯 矩 ， 其 大 小 Ms = 
，20 kN，m; 截面 巨 处 有 最 大 正 弯 矩 ， 其 大 小 Me = 10 КЧ: m, 
(2) 确定 截面 的 几何 性 质 
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200 
© 
ел 
2 
с 
2 S 
30 kN 10 kN y 
- 30 
а) b) 
MN"m 
10 
х 
20 
с) 
4 МРа 15.1 МРа 
69 МРа 34,5 МРа 
8 截面 已 截面 
d) е) 
图 6-21 


根据 平面 图 形 的 形 心 坐 标 计算 公式 ， 得 横 截 面 形 心 С 到 截面 下 边缘 的 距离 〈 见 图 6-21b) 


一 名 yo 十 Asyc _ (200X30X185) тт? + (30X170X85) mm у. mm 
Ус А ҒА, (200 Х 30) mm? + (30 170) mm? 
即 中 性 轴 z 距 下 边缘 的 距离 为 139 mm。 
截面 对 中 性 轴 z 的 惯性 矩 


3 
1. = J; dy +а}А) = (20919090 3030 mM! 十 (46 mm)? X(200X30mm?) 十 
ізі 





3 
£30 mm) 一 一 mm) (54 рот)? Ж (30 Х 170 mm?) 





= 40.3 Х 10° mm = 40.3 X 10” т! 

(3) 强度 校 核 

由 于 梁 的 截面 关于 中 性 轴 不 对 称 ， 且 材料 的 许 用 拉 应 力 与 许 用 压 应 力也 不 等 ， 故 截面 B 
和 截面 E 都 有 可 能 是 危险 截面 ， 需 分 别 对 这 两 个 截面 进行 强度 计算 。 


ЖШ В: Н РЕЖ Ms 为 负 值 ， 故 截面 B 上 的 最 大 拉 应 力 与 最 大 压 应 力 分 别 发 生 在 截面 
的 上 、 下 边缘 处 САР 6-21d) ， 大 小 分 别 为 
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М 3 š ~g 
- Mayı (20Х10% N за) X (61X10 m _ 30, 210° Pa = 30.2 MPa 





Т. 40.3х10 m 
М 3 Ne т 
Be Е = 20X ` тө ыш! m) 一 6gx10° Pa = 69 MPa 





截面 Е. НР M: 为 正 值 ， 故 截面 天 上 的 最 大 拉 应 力 与 最 大 压 应 力 分 别 发 生 在 截面 
的 下 、 上 边缘 处 (WMA 6-21e)， 大 小 分 别 为 


E Mey, _ (10X10? №• т) Х(139Х1077 m) 
5 Т. 40. 3X10 пи 








= 34.5X10° Ра = 34.5 MPa 


Mey, _ (10х10%°Ч* m) X (61х10 * m) 
І. 40.3Х107%ш 


ЕН ЕЖЕН, ШИЕ ЕЛЕНЕ КЖ, ХИ RE 
在 截面 B 下 边缘 各 点 处 ， 作 强度 校 核 : 
бұла = fmax = 34.5 MPa < [а ]= 40 MPa 
бла = OBmax = 69 MPa < Гб, | = 100 MPa 
所 以 ， 该 梁 的 强度 满足 要 求 。 
ЖЖ: 在 对 拉 压 强度 不 等 、 截 面 关 于 中 性 轴 又 不 对 称 的 梁 进 行 强度 计算 时 ， 一 般 需 要 同 
时 考虑 最 大 正 弯 矩 和 最 大 负 弯 矩 所 在 的 两 个 横 截 面 ， 只 有 当 这 两 个 横 截 面 上 危险 点 的 应 力 都 
满足 强度 条 件 时 ， 整 根深 才 是 安全 的 。 


Ы. р 
бос max 


= 15.1Х10% Ра = 15.1 MPa 








第 五 节 弯曲 切 应 力 及 其 强度 计算 


横 力 弯曲 时 ， 梁 的 横 截 面 上 既 有 弯 和 矩 又 有 剪 力 ， 因 此 深 的 横 截 面 上 除了 有 
弯曲 正 应 力 还 有 弯曲 切 应 力 。 弯 曲 切 应 力 的 分 布 规律 要 比 弯 曲 正 应 力 复杂 。 
截面 形状 不 同 ， 弯 曲 切 应 力 的 分 布 情况 也 会 随 之 不 同 。 对 形状 简单 的 截面 ， 可 
以 直接 就 弯曲 切 应 力 的 分 布 规律 作出 合理 的 假设 ， 然 后 利用 静 力 学 关系 建立 起 
相应 的 计算 公式 。 但 对 于 形状 复杂 的 截面 ， 要 对 弯曲 切 应 力 的 分 布 规律 作出 合 
理 的 假设 是 困难 的 ， 此 时 ， 就 需要 借助 弹性 力学 理论 人 或 实验 比拟 方法 来 进行 
研究 。 

本 节 介 绍 了 几 种 常见 的 简单 形状 截面 梁 弯 曲 切 应 力 的 分 布 规律 与 计算 公式 。 
在 分 析 计 算 弯 曲 切 应 力 时 ， 坐 标 系 的 选取 与 分 析 计算 弯曲 正 应 力 时 相同 ， 即 取 л 
轴 沿 梁 的 轴线 、y 轴 沿 横 截 面 的 竖 向 对 称 轴 、x 轴 沿 横 截 面 的 中 性 轴 。 


一 、 和 矩形 截面 梁 


1. 关于 扼 形 截面 梁 弯 曲 切 应 力 分 布 规律 的 假设 
， 对 于 矩形 截面 粱 〈 见 图 6-22)， 就 其 横 截 面 上 弯曲 切 应力 的 分 布 规律 ， 作 下 
列 两 个 基本 假设 : 
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(1) 横 截 面 上 各 点 切 应 力 + 的 方向 与 该 截面 上 剪 力 下 s 的 方向 一 致 ， 

(2) 切 应 力 + 沿 横 截面 宽度 均匀 分 布 ， 即 距 中 性 轴 等 远 处 各 点 的 切 应 力 相等 。 

与 精确 解 的 比较 表明 ， 根 据 上 述 假设 得 到 的 解 ， 在 截面 高 度 h 大 于 宽度 6b 的 
情况 下 ， 具 有 足够 的 精度 。 





a) b) 


图 6-22 


2. 弯曲 切 应 力 计算 公 式 

根据 上 述 假设 ， 即 可 推出 矩形 截面 梁 弯 曲 切 应 力 的 计算 公式 。 

从 梁 上 截取 长 为 dz 的 微 段 ， 如 图 6-23a 所 示 ， 设 截面 1 一 1、2 一 2 КІМ 
分 别 为 M、M 十 dM。 再 以 平行 于 中 性 层 、 距 中 性 层 为 y 的 纵向 平面 从 dz 微 段 
梁 上 截取 单元 1234， 如 图 6-23b 所 示 。 根 据 切 应 力 互 等 定理 ， 在 该 单元 的 顶 面 
3344 上 作用 着 与 待 求 切 应 力 + 大 小 相等 的 切 应 力 z。 
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单元 1234 的 左 、 右 侧面 上 弯 和 矩 引起 的 正 应 力 的 合力 分 别 为 


M 
2 odA = |. Tda = Kf., ydA = 


M + dM 
Be - | sä = | M+ dM)y, 
А” ye І, 


Ж. 8; 


中 性 轴 z 的 静 矩 。 单 元 1234 的 顶 面 上 切 应 力 т 的 合力 为 


FS 一 rodz 
Ем. Ем 和 下 4 都 沿 着 z 轴 方 向 ， 应 满足 平衡 方程 >)F, 一 0， 即 有 
一 Fu 十 Fw—Fs=0 
将 FN 、FN 和 FSs 的 表达 式 代 人 上 式 ， 整 理 得 - 


ЊЕ т = т, МБ, 
故 得 矩形 截面 粱 横 截 面 上 纵 坐 


标 为 y 的 任意 一 点 的 弯曲 切 应 S 


力 计 算 公 式 为 

FsS: 
Ib 
式 中 ，Fs 为 横 截 面 上 的 剪 力 ; 
S? 为 横 截 面 上 过 该 点 的 水 平 
横 线 以 外 部 分 面积 A*( 见 
图 6-24a 中 的 阴影 区 域 ) 对 中 
性 轴 z ЙЕН; b 为 横 截 面 的 
宽度 ; I 为 整个 横 截 面 对 中 性 
轴 z 的 惯性 矩 。 

将 





(6-24) 


т = 


Ara ap Жа 
S: =A ж-Қ 2 1 


бат) 


ҚА, Ñ (6-24) 成 为 


т 


__ ам S: 


Га 


== 
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_ M+dM _ M+dM.., 
da= T. ы TA 


= | . y,44， 为 模 截面 距 中 性 轴 为 y 的 模 线 3 一 3 FRR A 对 


Tmax 


(6-25) 


式 (6-25) 表明 : 沿 截面 高 度 ， 弯 曲 切 应 力 的 大 小 按照 图 6-24b 所 示 的 二 次 
抛物 线 的 规律 变化 ; 在 上 、 下 边缘 各 点 处 (у = 土 h/2)， 弯 曲 切 应 力 为 零 ; 在 
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中 性 轴 上 各 点 处 Су = 0)， 弯 曲 切 应 力 最 大 ， 最 大 弯曲 切 应 力 为 


二 
тах 2А 


AF, А = bh RRHH. IL, EER ER HRAS hH Лу 7] А 
上 和 名义 平 均 切 应 力 的 1.5 倍 。 


二 、 工 字形 截面 梁 


图 6-25a 所 示 工 字形 截面 ， 由 上 、 下 辟 缘 和 中 间 的 腹 板 组 成 。 由 于 腹 板 为 狭 
长 矩形 ， 关 于 矩形 截面 粱 弯曲 切 
应 力 分 布 规律 的 假设 对 腹 板 同样 
适用 ， 所 以 腹 板 上 弯曲 切 应 力 的 
计算 公式 与 式 (6-24) 完全 相 
同 ， 即 为 


(6-26) 


Т, 


Tmin 


FsS: 
Т.а 
RP, d 为 腹 板 厚度 ; 5; Ж 
图 6-25a 所 示 阴 影 区 域 面积 对 中 
性 轴 НЫ. 

不 难 求 得 








(6-27) 


т = 











将 其 代入 后 ， 式 (6-27) T 


_. Pernt Ж. he 2 
A 0 №) + 4(ш -)| (6-28) 


Ж. (6-28) 表明 : 沿 腹 板 高 度 ， 弯 曲 切 应 力 按 照 二 次 抛物 线 规律 变化 “〈 见 
图 6-25b); 在 腹 板 与 上 、 下 经 缘 交 界 的 各 点 处 (у = 5/2), ЖИЛЕ 
小 ， 为 





Т, 


g= Б (bh? —bhå) (6-29) 
在 中 性 轴 上 的 各 点 处 (у = 0)， 弯 曲 切 应 力 最 大 , 为 


та т —Ф— d)hi] (6-30) 
Ш ЕКЕЖ, ЧЕ а ЗЛ РАДЕ РЬ М, гы, 。 由 于 


工 字 钢 一 般 都 满足 а<ь 的 条 件 ， 故 可 近似 认为 ， тан НУ 力 是 
均匀 分 布 的 ， 故 有 工 字 钢 腹 板 上 弯曲 切 应 力 的 近似 计算 公式 


о” Жы 


= ту (6-31) 


T 
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对 于 工 字 钢 粱 ， 根 据 下 式 来 计算 其 最 大 弯曲 切 应 力 往往 更 为 方便 

ы Fs 
Қы, 87 5 

因为 式 中 的 I. : 5; 可 直接 从 工 字 钢 型 钢 表 〈 见 附录 В 中 的 表 В-4) 中 查 到 。 应 
该 指出 ， 这 里 的 5; 实际 上 是 其 最 大 值 Shao 

工 字 形 截面 经 缘 上 的 弯曲 切 应 力 的 分 布 情况 如 图 6-25a 所 示 ， 因 其 值 远 小 于 
腹 板 上 的 弯曲 切 应 力 ， 故 一 般 忽 略 不 计 。 


三 、 圆 形 截面 梁 


圆 形 截面 梁 弯 曲 切 应 力 的 最 大 值 发 生 
在 中 性 轴 上 各 点 处 ( 见 图 6-26)， 其 计算 公 
式 为 


(6-32) 


AF 

Tmax 一 3A 
式 中 ，A 为 圆 形 截面 的 面积 。 即 圆 形 截面 
梁 的 最 大 弯曲 切 应 力 约 为 横 截面 上 名 义 平 
均 切 应 力 的 1.3 售 。 


四 、 薄 壁 圆 环 形 截面 梁 


壁 厚 t 远 小 于 平均 半径 R (т< R/10) 的 圆 环 称 为 薄 壁 圆 环 ( 见 图 6-27) 。 

薄 壁 圆 环形 截面 梁 弯 曲 切 应 力 的 最 
大 值 发 生 在 中 性 轴 上 各 点 处 ， 其 近似 计 
算 公 式 为 


(6-33) 
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Беті Д 
„н (6-34) 


АЯ, А 为 薄 壁 圆 环形 截面 的 面积 。 即 
薄 壁 圆 环形 截面 梁 的 最 大 弯曲 切 应 力 约 
为 模 截 面 上 名 义 平均 切 应 力 的 2 倍 。 


五 、 弯 曲 切 应 力 强度 条 件 


由 上 述 讨 论 知 ， 梁 的 弯曲 切 应 力 的 
最 大 值 均 发 生 在 截面 的 中 性 轴 上 各 点 图 6:27 
处 。 由 于 中 性 轴 上 各 点 的 弯曲 正 应 力 为 
零 ， 因 此 中 性 轴 上 的 各 点 处 于 纯 剪 切 应 力 状 态 ， 弯 曲 切 应 力 的 强度 条 件 即 为 
Т, << E i (6-35) 
【 例 6-13] 图 6-28a 所 示 矩 形 截面 简 支 梁 受 均 布 载荷 作用 ， 试 求 梁 的 最 大 弯曲 正 应 力 和 


Т, 
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最 大 弯曲 切 应 力 ， 并 比较 其 大 小 。 











解 : (1) 确定 最 大 弯 矩 和 最 大 剪 力 
作出 梁 的 剪 力 图、 弯 矩 图 分 别 如 图 6-28b、c 所 示 ， 可 见 其 最 大 剪 力 、 最 大 弯 矩 分 别 为 


1 1 
74!» Мах ағ 


(2) 计算 最 大 弯曲 正 应 力 和 最 大 弯曲 切 应 力 
由 式 (6-21) 和 式 〈6-26)， 分 别 得 最 大 弯曲 正 应 力 和 最 大 弯曲 切 应 力 为 


Fona = 











1 
қ Мы_ 8% зд 
Omax W. а 46% 
6 
ај 
。 ЗЕзма 2° _ 3g 
так = СОД bh Аһ 
G) 比较 最 大 弯曲 正 应 力 和 最 大 弯曲 切 应 力 的 大 小 
за 


即 ， 此 梁 的 最 大 弯曲 正 应 力 与 最 大 弯曲 切 应 力 之 比 就 等 于 梁 的 跨度 /与 截面 高 度 h 之 比 。 对 
于 细 长 梁 ， 其 跨度 /要 远大 于 截面 高 度 h， 因 此 ， 在 对 非洲 壁 截 面 的 细 长 梁 进 行 强度 计算 时 ， 
一 般 应 以 弯曲 正 应 力 强度 条 件 为 主 。 





【 例 6-141 图 6-29a 所 示 和 矩形 截面 钢 梁 ， 已 知 载荷 下 = 10 kN、g = 5 kN/m， 梁 的 长 度 
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尺寸 1 = 1m， 许 用 正 应 力 [о] = 160 MPa， 许 用 切 应 力 [т]= 80 MPa。 若 规定 梁 横 截面 的 
ALE h/b = 2， 试 确定 梁 的 横 截 面 尺 寸 。 





M/kN»m 


解 : (1) 确定 最 大 弯 矩 和 最 大 前 力 
由 平衡 方程 得 梁 的 支 座 反 力 ( 见 图 6-29a) 
Fa = 3.75 ЕМ, Fs = 11.25kN 
作出 梁 的 前 力图 、 弯 和 矩 图 分 别 如 图 6-29b、c AR. ATL, 007. RAEE 
别 为 
[Е | = 6.25 ЕМ, |M]|mx = 3.75 kN • m 
(2) 根据 弯曲 正 应 力 强 度 条 件 确 定 截面 尺寸 
根据 梁 的 弯曲 正 应 力 强 度 条 件 ， 有 


3 . 
М] „= XLE Мет Ме т< Гу] = 160Х10° Ра 





Omax 一 


将 h/b = RAER, яз. 


ЗІМІ, 3Х3.75Х10% 
> mn 一 
b 2 1 ЕГІН = m 一 0. 03276 та 32.76 mm 


故 取 截 面 尺寸 





b=33mm, А = 66 mm 
03) 对 弯曲 切 应 力 进行 强度 校 核 
将 |Fs|, = 6.25 ЕМ, b = 33 тт, h = 66 mm 代入 式 (6-26), 得 该 梁 的 最 大 弯曲 切 
应 力 
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| 
ші 2А 2Х33Х66Х107 


因此 ， 根 据 弯 曲 正 应 力 强 度 条 件 选取 的 梁 的 横 截 面 尺寸 符合 要 求 。 





т Pa = 4.3Х10° Pa = 4.3 MPa < [r] = 80 MPa 


【 例 6-151 某 工 作 平 台 的 横梁 是 由 No. 18 工 字 钢 制 成 ， 受 力 如 图 6-30a 所 示 。 已 知 材料 
的 许 用 正 应 力 [о]= 170 MPa、 许 用 切 应 力 [rj 二 100 MPa。 试 校 核 此 梁 强 度 。 


6.5 КҸ 65kN 6.5 КҸ 








Б) аа 2m j 2m | 2m фы 





а) 





М/кмат 26 
195 19.5 


解 : (1) 确定 最 大 弯 矩 和 最 大 剪 力 
由 对 称 性 ， 得 梁 的 支 座 反 力 〈 见 图 6-30a) 
Fa = Fs = 9.75 kN 
作出 梁 的 前 力图 、 弯 和 矩 图 分 别 如 图 6-30b、c 所 示 。 可 见 其 最 大 剪 力 、 最 大 弯 矩 分 别 为 
|Fs |max = 9.75 kN, |M] max = 26 kN • m 
(2) 校 核 弯曲 正 应 力 强度 
由 型 钢 表 查 得 No. 18 工 字 钢 的 有 关 截 面 几 何 参数 为 
Ү. = 185 са, d = 6.5 тт, Te: 5: = 15.4 сп 
根据 梁 的 弯曲 正 应 力 强 度 条 件 


3 
- ІМ. - азып Ра = 140, 6X 10° Ра = 140. 6 MPa < [2] = 170 MPa 


故此 梁 的 弯曲 正 应 力 强度 符合 要 求 。 
(3) 校 核 弯曲 切 应 力 强度 
根据 工 字 型 截面 梁 的 弯曲 切 应 力 强 度 条 件 





Omax 
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ҮШІ Ен 9. 75 Х 10° A 2. 
Ta = IL: SS) 85X10 7X15. 1X107 28 7 9-75 MPa < 二 
故此 梁 的 弯曲 切 应 力 强度 足够 。 


综 上 所 述 : 此 梁 的 强度 符合 要 求 。 





【 例 6-16] 图 6-31a 所 示 外 伸 梁 由 工 字 钢 制 作 ， 已 知 材料 的 许 用 正 应 力 [2] = 160 MPa, 
许 用 切 应 力 [т|= 100 MPa。 试 选择 工 字 钢 型 号 。 








Fs/KN 





17 18 
Ж 
23 
b) 
M/kN.m 51 
х 
18 
с) 
图 6-31 


Ш: (1) 确定 最 大 弯 矩 和 最 大 剪 力 
由 平衡 方程 得 梁 的 支 座 反 力 ( 见 图 6-31a) 
Fa =17kN, Fs = 41 Е 
作出 梁 的 前 力图 、 弯 和 矩 图 分 别 如 图 6-31b、c 所 示 。 可 见 其 最 大 前 力 、 最 大 弯 和 矩 分 别 为 
|Fs |m = 23 ЕМ, |Mlmx = 51kN.m 
(2) 按 弯曲 正 应 力 强 度 选择 工 字 钢 型 号 
由 梁 的 弯曲 正 应 力 强 度 条 件 ， 得 此 梁 的 抗 弯 截 面 系 数 


ІМІ 51X10 Nem А 
= тх. ӘІЖІС Nem 4 Қ ? 
We Le] 160X 10° Pa 3. 1875X107! т 318. 75 cm 


查 型 钢 表 ， 选 用 No. 22b 工 字 钢 ， 其 抗 弯 截 面 系 数 W. = 325 cm*， 可 以 满足 要 求 。 
(3) 校 核 弯曲 切 应 力 强度 , 
从 型 钢 表 中 查 得 Мо. 22b 工 字 钢 的 截面 几何 参数 I. : S; = 18.7cm, d = 9.5mm, 





第 六 章 弯曲 应 力 (149) 


根据 工 字 型 截面 梁 的 弯曲 切 应 力 强 度 条 件 ， 


_ JRsla 23X10 N 
* 4(,:57) 95X10 18:77510 та 


梁 的 切 应 力 强 度 足 够 。 
故 有 结论 : 可 以 选用 No. 22b 工 字 钢 。 





= 12.9 MPa < [=] = 100 MPa 


Tmi 








ЖАН UER Er PL E t i 


根据 上 节 讨论 ,一般 情 况 下 ， 在 对 梁 进 行 强度 设计 时 ， 应 以 弯曲 正 应 力 强 
度 条 件 


бх < [с] 


为 主要 依据 。 由 此 可 见 ， 梁 的 强度 主要 与 由 外 力 引起 的 最 大 弯 和 矩 、 截 面 形 状 与 
尺寸 ， 以 及 材料 有 关 。 所 以 ， 可 采取 下 列 措施 来 合理 地 进行 梁 的 强度 设计 。 


一 、 合 理 安排 梁 的 支 座 和 加 载 方式 


合理 安排 梁 的 支 座 和 加 载 方 式 ， 可 以 显著 降低 弯 和 矩 的 最 大 值 ， 提 高 梁 的 承 
载 能 力 ， 以 达到 提高 梁 的 强度 的 目的 。 

1. 合理 安排 梁 的 支 座 

例如 ， 若 将 图 6-32a 所 示 的 简 支 梁 的 两 端 支 座 各 向 里 侧 移 动 0.21:， 如 
图 6-32b 所 示 ， 则 其 最 大 弯 矩 将 由 原来 的 412/8 减 小 至 g91*/40， 相 当 于 梁 的 承载 
能 力 提 高 为 原来 的 5 倍 。 


ММ 
үу. 











М 0.125412 
0.025412 
х х 
0.02412 0.02412 
а) b) 
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另外 ， 对 静 定 梁 增 加 支 座 ， 使 其 成 为 超 静 定 梁 ， 对 缓和 受 力 、 减 小 最 大 弯 
和 矩 也 相当 有 效 。 

2. 改变 载荷 的 作用 方式 

例如 ， 图 6-33a 所 示 长 为 ! 的 简 支 粱 ， 在 跨 中 受 一 集中 载荷 下 的 作用 ， 其 最 
大 弯 矩 为 FL/4。 若 在 主 梁 的 中 部 设置 一 长 为 1/2 的 辅 梁 ( 见 图 6-33b)， 以 改变 
主 梁 上 载荷 的 作用 方式 ， 则 主 梁 内 的 最 大 弯 矩 将 减 至 FL/8， 为 原来 的 一 半 。 





二 、 合 理 设 计 梁 的 截面 形状 


1. 合理 选择 截面 形状 ， 增 大 单位 面积 的 抗灾 截面 系数 W./A 

当 弯 和 矩 一 定时 ， 最 大 弯曲 正 应 力 与 抗 弯 截 面 系数 成 反比 。 为 了 节约 材料 ， 
减轻 结构 自重 ,合理 的 截面 形状 应 该 使 其 单位 面积 的 抗 弯 截面 系数 W./A 尽 可 
能 大 。 

梁 的 几 种 常见 截面 见 图 6-34， 其 对 应 的 W./A 值 列 于 表 6-1 中 。 





а) b) с) d) е) 
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表 6-1 几 种 常见 截面 的 W./A {Н 


Е ж 圆 % 形 т F A 
0. 167h 0. 1254 0.2050 (0. 27—0. 31)h 


Ж 6-1 ЖЕЙ, ЖАЖА, ТУВА ӨН, А 
曲 正 应 力 的 分 布 规律 得 到 解释 。 由 于 弯曲 正 应 力 沿 截面 高 度 方 向 呈 线 性 分 布 ， 
在 中 性 轴 附 近 弯 曲 正 应 力 很 小 ， 而 在 截面 的 上 、 下 边缘 处 弯曲 正 应 力 最 大 。 因 
此 ， 应 尽 可 能 将 材料 配置 在 距离 中 性 轴 较 远 处 ， 以 充分 发 挥 材料 的 强度 潜能 。 
工程 中 的 钢 粱 ， 大 多 采用 工 字形 、 模 形 或 者 箱 形 截面 就 是 这 个 道理 。 而 圆 形 截 
面 因 在 中 性 轴 附 近 聚 集 了 较 多 材料 ， 不 能 做 到 材 尽 其 用 ， 故 不 合理 。 对 于 需 做 
成 圆 形 截面 的 承 弯 轴 类 构件 ， 则 宜 采 用 圆 环形 截面 。 

2. 根据 材料 性 质 ， 合 理 确定 截面 形状 

合理 确定 梁 的 截面 形状 ， 还 应 结合 材料 特性 ， 使 处 于 拉 、 压 不 同 区 域 材 料 
的 强度 潜能 都 能 得 到 充分 利用 。 

对 于 许 用 拉 应 力 和 许 用 压 应 力 相 等 的 塑性 材料 梁 (如 钢 梁 )， 显 然 宜 采用 关 
于 中 性 轴 对 称 的 截面 ， 如 矩形 、 工 字形 和 箱 形 
等 截面 。 这 样 可 使 截面 上 的 最 大 拉 应 力 和 最 大 
压 应 力 相 等 ， 并 同步 达到 材料 的 许 用 应 力 。 而 
对 于 许 用 拉 应 力 小 于 许 用 压 应 力 的 脆性 材料 
梁 ， 则 宜 采 用 中 性 轴 偏 于 受 拉 一 侧 的 截面 ， 如 
工 形 和 槽 形 截面 ， 从 而 使 得 截面 上 的 最 大 拉 应 | 
力 和 最 大 压 应 力 同 时 接近 材料 的 许 用 应 力 ， 如 图 6-35 
图 6-35 所 示 。 


1 
三 、 采 用 变 截 面 梁 


为 了 节省 材料 ， 减 轻 结构 自重 ， 在 工程 实际 中 ， 可 以 根据 粱 的 受 力 情况 ， 
采用 变 截面 梁 。 

一 般 情况 下 ， 梁 的 弯 矩 是 随 截 面 位 置 而 变化 的 ， 若 采用 等 截面 粱 ， 除 了 最 
大 弯 矩 所 在 截面 外 ， 其 他 截面 处 的 材料 都 未 能 得 到 充分 利用 。 因 此 ， 可 以 考虑 
在 弯 矩 较 大 处 采用 较 大 截面 ， 而 在 弯 矩 较 小 处 采用 较 小 截面 。 这 种 截面 随 轴线 
变化 的 梁 ， 称 为 变 截面 梁 。 

理想 的 变 截面 梁 是 使 粱 每 一 截面 处 的 最 大 弯曲 正 应 力 都 相等 ， 且 都 等 于 材 
料 的 许 用 应 力 ， 即 















ШЕ Яя 
(0. 27~0. 31)h 

















М(х) _ 
Wr) [с] 





(а) 


Omax (XT) = 


这 样 设计 出 的 梁 称 为 等 强度 梁 。 
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由 式 (a) 得 


М(х) 


W.(x)= 2] (b) 





这 是 等 强度 梁 的 抗 弯 截 面 系 数 WW.(x) 沿 梁 轴 线 的 变化 规律 。 

等 强度 梁 是 一 种 理想 状态 的 变 截 面 粱 。 但 考虑 到 加 工 与 结构 的 需要 ， 工 程 
实际 中 的 变 截面 粱 大 都 只 能 设计 成 近似 等 强度 的 ， 如 图 6-36a AR “ARR”, 
图 6-36b 所 示 的 阶梯 梁 等 。 


6-1 
6-2 
6-3 
6-4 
6-5 
6-6 
6-7 
6-8 
6-9 
6-10 
6-11 
6-12 
6-13 
6-14 
6-15 
6-16 


6-1 





а) b) 


复习 思考 题 


静 和 矩 与 形 心 有 何 关联 ? 

惯性 矩 与 极 惯性 矩 有 何 区 别 ? 

何谓 主 惯性 轴 ? 何谓 形 心 主 惯性 轴 ? 如何 确 定 截 面 的 主 惯性 轴 ? 

何谓 主 惯性 矩 ? 何谓 形 心 主 惯性 矩 ? 如 何 求 截面 的 主 惯性 矩 ? 

抗 弯 刚 度 与 抗 弯 截面 系数 有 何 区 别 ? 

在 推导 弯曲 正 应 力 公式 时 作 了 哪些 假设 ? 在 什么 条 件 下 这 些 假 设 才 成 立 ? ， 
如 何 确 定 中 性 轴 的 位 置 ? 

弯曲 正 应 力 的 分 布 规律 与 截面 形状 是 否 有 关 ? 弯曲 切 应 力 呢 ? 

如 何 确定 梁 截 面 上 某 点 的 弯曲 正 应 力 是 拉 还 是 压 ? 

对 于 等 截面 梁 ， 最 大 弯曲 正 应 力 是 否 一 定 发 生 在 弯 矩 最 大 的 横 截 面 上 ? 
中 性 轴 上 各 点 的 弯曲 正 应 力 是 否 一 定 为 零 ? 

弯曲 正 应 力 的 最 大 值 发 生 在 截面 的 哪个 位 置 上 ? 

弯曲 切 应 力 的 最 大 值 发 生 在 截面 的 哪个 位 置 上 ? 

梁 的 合理 强度 设计 有 哪些 主要 措施 ? 

梁 采 用 工 字 形 截面 是 否 一 定 就 是 最 合理 的 ? 

何谓 变 截 面 梁 ? 何谓 等 强度 梁 ? 等 强度 梁 的 设计 原则 是 什么 ? 


3 й 


工 形 截面 如 习题 6-1 图 所 示 , 已 知 b = 0.3 пп, b = 0.6 т. hi = 0.5 т, А; = 


0. 14 т, (1) 求 阴 影 部 分 面积 对 水 平 形 心 轴 zo 的 静 矩 ; (2) 问 zo 轴 以 上 部 分 面积 对 2 轴 的 
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静 和 矩 与 阴影 部 分 面积 对 с 轴 的 静 矩 有 何 关系 ? 






@ ~ 


вас перини 
习题 6-1 图 


6-2 WRIA 6-2 图 所 示 各 组 合 截面 对 水 平 形 心 轴 zo 的 惯性 矩 а) No. 40а 工 字 钢 与 钢 
板 组 成 的 组 合 截面 ， 已 知 钢板 厚度 $ = 20 mm; b) T 形 截面 ; c) 上 下 不 对 称 的 工 字 形 截面 。 


200 


100 
massaa 
о б 
mM 
50 
Zo © 
s & 
& 
=? Zo 
2У 
7 y = 
200 


а) b) с) 
Р 习题 6-2 图 





6-3 ”如 习题 6-3 图 所 示 ， 简 支 梁 承受 均 布 载荷 作用 ， 若 分 别 采 用 面积 相等 的 实心 圆 和 空 
CARH., EA D, = 40 љт, 4, : Ы, = 3 : 5， 试 分 别 计算 它们 的 最 大 弯曲 正 应 力 并 比较 其 
大 小 。 








习题 6-3 图 


6-4 如 习题 6-4 тт, ЖИВЕ АВ 受 均 布 载荷 作用 。 试 计算 : 1) 截面 1 一 1 
上 点 К 处 的 弯曲 正 应 力 ; 2) 截面 1 一 1 上 的 最 大 弯曲 正 应 力 ， 并 指出 其 所 在 位 置 ; 3) 全 梁 
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的 最 大 弯曲 正 应 力 ， 并 指出 其 所 在 截面 和 在 该 截面 上 的 位 置 。 





习题 6-4 图 


6-5 No. 20а 工 字 钢 梁 的 支承 和 受 力 情况 如 习题 6-5 Жж. 已 知 材料 的 许 用 应 力 [o]= 
160 MPa， 试 按 弯 曲 正 应 力 强 度 条 件 确 定 许可 载荷 CF]. 





习题 6-5 图 


6-6 圆 截面 外 伸 梁 如 习题 6-6 图 所 示 ， 已 知 材料 的 许 用 应 力 [oj 二 100 MPa, і ih 
正 应 力 强度 条 件 确定 梁 横 截面 的 直径 。 





1т Im Іт im 


习题 6-6 图 


67 “习题 6-7 图 所 示 简 易 吊 车 梁 АВ 为 一 根 No. 45a 工 字 钢 ， 已 知 梁 自重 9 = 804 N/m, 
最 大 起 吊 重 量 下 = 68kN， 材 料 的 许 用 应 力 [co] 二 140 MPa。 试 校 核 该 梁 的 弯曲 正 应 力 强 度 。 
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5-8 ” 槽 形 截面 铸铁 梁 所 受 载荷 如 习题 6-8 图 所 示 ， 已 知 槽 形 截面 的 形 心 主 惯性 矩 I。 = | 
4000 cm'， 材 料 的 许 用 拉 应 力 Га, 1 = 50 MPa、 许 用 压 应 力 [0о. ] = 150 MPa, ЖЖ R 
弯曲 正 应 力 强 度 。 








习题 6-8 图 


59 工 形 截面 悬臂 梁 如 习题 6-9 图 所 示 。 已 知 截 面 的 形 心 主 惯性 矩 I = 10180 сп”, Ж 
DZERY h = 96.4 mm， 材 料 的 许 用 拉 应 力 [о] = 40 MPa, FAEN Coe] = 160 
MPa。 试 按 弯曲 正 应 力 强度 条 件 确 定 梁 的 许可 载荷 。 . 





510 3# 6-10 图 所 示 简 支 梁 由 No. 36a 工 字 钢 制 成 。 已 知 载荷 F = 40 ЕМ, М, = 
150 kN。m， 材料 的 许 用 应 力 [oj] = 160 MPa。 试 校 核 梁 的 弯曲 正 应 力 强 度 。 


No.36a 





习题 6-10 图 


6-11 如 习题 6-11 图 所 示 ， 一 矩形 截面 钢 梁 受 均 布 载荷 作用 ， 已 知 均 布 载荷 集 度 = 
12 kN/m， 材 料 的 许 用 应 力 Со] = 160 MPa。 若 规定 矩形 截面 的 高 宽 比 h/b = 2， 试 按 弯曲 正 
应 力 强度 条 件 确定 截面 尺寸 。 

6-12 了 形 截面 铸铁 梁 的 几何 尺寸 以 及 所 受 载荷 如 习题 6-12 图 所 示 。 已 知 材料 的 许 用 拉 


应 力 [cj]= 40 MPa、 许 用 压 应 力 [c.]= 160 MPa。 试 校 核 此 梁 的 弯曲 正 应 力 强 度 。 若 载荷 
ЖЖ. 将 工 形 截面 倒置 ， 试 问 是 否 合理 ? 何故 ? 
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习题 6-12 图 


6-13” 横 形 截面 铸铁 外 伸 梁 如 习题 6-13 图 所 示 ， 已 知 截 面 的 形 心 主 惯 性 矩 L --4Х10 mm, 
形 心 位 置 尺 寸 = 60 тт, у, = 140 mm， 材 料 的 许 用 拉 应 力 [о, 1 = 35 MPa、 许 用 压 应 力 
(о, |-- 140 MPa。 试 根据 弯曲 正 应 力 强 度 确定 许可 载荷 [ГЕ]. 





习题 6-13 图 


6-14 ” 试 计算 习题 6-14 图 所 示 圆 形 截面 简 支 梁 在 均 布 载 荷 作用 下 的 最 大 正 应 力 和 最 大 切 
应 力 ， 并 指出 它们 发 生 于 何 处 。 








习题 6-14 


6-15 “习题 6-15 图 所 示 悬 臂 木 梁 由 三 根 和 矩形 截面 的 木料 胶合 而 成 。 已 知 胶合 面 的 许 用 切 
应 力 [=] = 0. 34 MPa， 木 材 的 许 用 正 应 力 [oj = 10 MPa。 试 确定 此 梁 的 许可 载荷 (图 中 尺 
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寸 单位 为 cm). 





习题 6-15 图 


6-16 习题 6-16 图 所 示 简 支 梁 由 三 块 截面 为 40 mmX 90 mm 的 木板 胶合 而 成 ， 已 知 胶 缝 
的 许 用 切 应 力 [rj] = 0.5 MPa， 试 按 胶 缝 的 切 应 力 强度 确定 此 梁 的 许可 载荷 。 





1.5т 1.5m 
习题 6-16 


6-17 圆 形 截面 梁 如 习题 6-17 图 所 示 ， 已 知 材料 的 许 用 正 应 力 [2] = 160 MPa, FAH 
应 力 [可 = 100 MPa。 试 确定 该 梁 横 截面 直径 d. 





2m Im im 
习题 6-17 图 


6-18 ZÆ AB 如 习题 6-18 图 所 示 ， 若 集中 力 下 作用 在 中 间 截 面 处 〈 见 习题 6-18 图 
a)， 则 梁 内 最 大 弯曲 正 应 力 将 为 许 用 应 力 的 130% 。 为 使 该 粱 符合 强度 要 求 ， 在 梁 和 载荷 不 
变 的 情况 下 ， 可 在 集中 力 下 与 梁 AB 间 加 一 辅 梁 CD (见习 题 6-18 Ab). RAER CD 的 
最 小 长 度 a。 假 设 辅 梁 CD 的 强度 足够 。 

6-19 习题 6-19 图 所 示 简 支 梁 用工 字 钢 制作 。 已 知 载 荷 g =6kN/m, Е = 20 КМ, 材料 
的 许 用 正 应 力 [0] = 180 MPa、 许 用 切 应 力 [т]= 100 MPa。 试 选择 工 字 钢 的 型 号 。 

6-20 ”和 矩形 截面 外 伸 梁 如 习题 6-20 图 所 示 ， 已 知 载荷 = 20 kN/m, М, = 40 kN，m， 
材料 的 许 用 正 应 力 [oj = 170 MPa、 许 用 切 应 力 [=] = 100 MPa。 若 规定 h/b = 1.5, ЖЖ 
该 梁 的 截面 尺寸 。 
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621 习题 6-21 图 所 示 木 制 外 
伸 粱 ， 截 面 为 矩形 ， 高 宽 比 h/b = 
1.5， 受 行走 于 АС 之 间 的 活 载 
F = 40 kN 的 作用 。 已 知 材 料 的 
许 用 正 应 力 [cj = 10 MPa、 许 
用 切 应 力 [т]= 3 MPa. 试问 下 


在 什么 位 置 时 梁 为 危险 工 况 ? 并 | Іт 02 т 


确定 此 梁 的 横 截面 尺寸 b 和 hh。 
习题 6-21 图 





724 . ‹ ч va 
第 р 5| гі 


对 于 工程 中 承受 弯曲 变形 的 构件 ， 设 计时 除了 应 使 其 工作 应 力 不 超 过 材料 
的 许 用 应 力 之 外 ， 还 必须 考虑 由 于 变形 过 大 可 能 出 现 的 问题 。 例 如 ， 楼 盖 中 梁 
的 变形 过 大 ， 会 引起 平 顶 开 裂 ， 抹 灰 层 脱 落 ; 齿轮 变速 箱 传动 轴 的 弯曲 变形 过 
大 ， 则 会 引起 轴 颈 与 轴承 的 磨损 ， 影响 齿轮 的 哮 合 状况 ,使 得 齿轮 轴 不 能 正常 
ТЕ; 车 床 主轴 的 弯曲 变形 过 大 ， 会 影响 工件 的 加 工 精度 ; 吊车 主 梁 的 弯曲 变 
形 过 大 ， 会 妨碍 吊车 的 正常 运行 ， 甚 至 发 生 安全 事故 。 为 了 解决 这 些 问题 ， 必 
须 研究 梁 的 弯曲 变形 。 

此 外 ， 在 求解 超 静 定 梁 以 及 研究 压 杆 稳定 时 ， 也 都 需要 用 到 弯曲 变形 的 知识 。 

在 第 五 章 中 已 经 介绍 过 ， 弯 曲 变形 的 主要 特点 是 梁 的 轴线 由 直线 弯 成 曲线 ， 
这 条 曲线 称 为 粱 的 挠 曲线 。 对 于 对 称 弯曲 ， 挠 曲线 是 一 条 位 于 粱 纵向 对 称 面 内 
的 光滑 连续 曲线 〈 见 图 7-1). 





如 图 7-1 所 示 ， 以 变形 前 粱 的 轴线 为 工 轴 ， 垂 直 向 上 的 轴 为 凤 轴 。 在 一 记 
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坐标 系 中 ， 挠 曲线 方程 可 以 写成 
ш = flr) (7-1) 

Е БА т 的 点 的 纵 坐 标 w， 代 表 了 坐标 为 x 的 横 截 面 的 形 心 在 
垂直 于 梁 轴 线 方向 的 线 位 移 ， 称 为 横 截 面 的 挠 度 。 在 所 取 坐 标 系 中 ， 向 上 的 挠 
度 为 正 ， 反 之 为 负 。 显然， 只 要 将 横 截 面 的 坐标 x 代入 挠 曲线 方程 ， 即 可 得 该 
截面 的 挠 度 值 。 

由 于 弯曲 变形 ， 梁 的 横 截 面 还 会 相对 其 原来 位 置 转 过 一 个 角度 ， 即 产生 角 
位 移 。 梁 横 截面 的 角 位 移 称 为 横 截 面 的 转角 ， 用 0 表示。 根据 梁 弯 曲 的 平面 假 
设 ， 变 形 前 垂直 于 轴线 (zx 轴 ) 的 横 截面 ， 变 形 后 依然 与 挠 曲线 正 交 。 因 此 ， 横 
截面 的 转角 就 等 于 挠 曲线 在 该 截面 处 的 切线 与 z 轴 间 的 夹 角 ， 即 有 





їап@ = шы 
在 工程 实际 中 ， 转 角 0 的 值 一 般 很 小 ，tan0<*9， 故 有 
_ dw | 
@ = ЄР (7-2) 


即 梁 的 横 截 面 的 转角 Ө 等 于 挠 度 w 对 坐标 x 的 一 阶 导 数 ， 或 等 于 挠 曲线 的 切线 
的 斜率 。 在 所 取 坐 标 系 中 ， 逆 时 针 的 转角 为 正 ， 反 之 为 负 。 








ЖОН 挠 曲线 近似 微分 方程 


在 第 六 章 研 究 纯 弯 曲 梁 的 正 应 力 时 ， 曾 得 到 梁 的 中 性 层 ， 即 挠 曲线 的 曲率 
公式 (6-17) 


为 方便 起 见 ， 今 后 在 研究 梁 的 变形 时 ， 将 梁 的 抗 弯 刚 度 EL KĘ A EI. 
如 果 忽 略 前 力 对 变形 的 影响 ， 上 式 亦 可 用 于 一 般 的 横 力 弯曲 。 但 此 时 ， 弯 


EM 与 挠 曲线 曲率 二 都 是 机 项 面 位 置 坐标 x 的 函数 ， 即 式 (6-17) ЖЖ 





= 二 Те 
ох) ЕІ 
根据 高 等 数学 知识 ,平面 曲线 w = F(z) 上 任 一 点 处 的 曲率 为 
d'w 
1 ал? 


а-ы (b) 
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联 立 式 (а) 和 式 (b), 48 
dz 
ах? М(х) 
к= | 
dw \ 2 МЕТ 
[2+ (8) ] 
由 于 梁 的 转角 6 = оди, (E) 远 远 小 于 1， 故 上 式 近 似 为 
dw у М(х) 
ах? а: ҰЛ 


根据 高 等 数学 知识 ， 在 所 选 坐标 系 中 ， 当 中 学 > 0 时 ， 挠 曲线 为 四 曲线 ， 当 














(с) 





d w 


ал” 
定 ， 图 7-2a、b 所 示 霖 曲 变 形 所 对 应 的 村 矩 M(z) 的 正 负 号 恰好 与 9 学 的 正 负 号 
一 致 。 故 起 (о 成 为 





过 0 时 ， 挠 曲线 为 凸 曲 线 ， 分 别 如 图 7-2a、b 所 示 。 另 根据 弯 和 矩 正 负 号 规 














аға) М(х) 
d EI №78) 
上 式 称 为 粱 的 挠 曲线 近似 微分 方程 。 
wih 
N 
Se ж 
М>0 
к. 
о £ 5 
а) b) 
图 7-2 
第 三 节 计算 弯曲 变形 的 积分 法 
Жақ (7-3) ЮНИ ах, х 积分 一 次 ， 得 到 梁 的 转角 方程 
_dw |M(z) 


将 上 式 两 边 乘 以 dz， 再 积分 一 次 ， 即 得 梁 的 挠 曲线 方程 
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w= | [| Маја +се+р (7-5) 


式 中 ，C、D 为 积分 常数 ， 其 值 可 根据 梁 的 位 移 边 界 条 件 和 位 移 连 续 条 件 确定 。 

梁 弯 曲 变形 时 ， 其 支 座 约束 对 粱 位移 所 施加 的 限制 条 件 ， 称 为 梁 的 位 移 边 
界 条 件 。 例 如 : 图 7-3a 所 示 的 悬臂 梁 ， 在 固定 端 处 ， 梁 的 挠 度 和 转角 均等 于 零 ; 
又 如 图 7-3b ІНІН ХЕ, ЖЕРІН ЕЕ ЖЕЛЕ, НОВЕ АЕ РЭР. 


w| ,-0-0 W w | x050 







0 | х=0=0 





在 用 积分 法 计算 梁 的 变形 时 ， 式 (7-4) MR (7-5) 中 的 积分 应 该 遍及 全 
梁 。 若 弯 矩 方程 M(z) 为 分 段 函 数 ， 或 者 各 段 梁 的 抗 这 刚度 EI 不同 ， 积 分 则 要 
相应 地 分 段 进行 。 此 时 ， 积 分 常数 会 相应 增加 。 要 确定 这 些 积分 常数 ， 除 了 利 
用 梁 的 位 移 边界 条 件 外 ， 还 需 利 用 梁 的 位 移 连续 条 件 。 由 于 挠 曲线 是 一 条 光滑 
连续 曲线 ， 在 挠 曲线 的 任意 一 点 处 ， 有 唯一 确定 的 挠 度 和 转角 ， 这 称 为 梁 的 位 
移 连 续 条 件 。 根 据 位 移 连 续 条 件 ， 分 别 根据 左 、 右 两 边 的 弯 矩 方程 积分 得 出 的 
挠 度 和 转角 ， 在 分 段 的 交界 点 处 应 该 相等 。 
由 此 可 见 ， 梁 的 变形 不 仅 与 弯 矩 和 抗 弯 刚 度 有 关 ， 还 与 梁 的 位 移 边界 条 件 
和 位 移 连续 条 件 有 关 。 | 
下 面 通过 几 个 例题 说 明 积分 法 的 具体 应 用 。 
[ 7-1] Æ 7-4 ARERR, Ан 
端 承受 集中 力 下 作用 ,已 知 梁 的 抗 弯 刚 度 
为 ETI。 试 建立 粱 的 转角 方程 和 挠 曲线 方 
程 ， 并 求 最 大 转角 和 最 大 挠 度 。 
解 : (1) 列 出 弯 矩 方程 
ЖЕ ЖЕЛТ ЖЕЛ 
М(х) = Е(1— х) 
(2) 建立 转角 方程 和 挠 曲线 方程 图 7-4 
将 所 得 弯 矩 方程 代入 式 (7-4)， 积 分 一 次 ， 得 转角 方程 
_dw_F 
бағ” ЕІ 
HA (а) 再 积分 一 次 ， 得 挠 曲线 方程 





Wi үс (а) 
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w = E LAN ш | бен (b) 


(3) 确定 积分 常数 
位 移 边 界 条 件 : 在 固定 端 A 处 ， 横 截面 的 转角 和 挠 度 均 为 零 ， 即 
дл = 01.- = 0 
wa = |0 = 4 
将 上 述 位 移 边界 条 件 分 别 代 人 式 (а). Ж (b)， 解 得 积分 常数 
Себ, Бе 
将 所 得 积分 常数 代入 式 (а), ж (b)， 即 得 此 梁 的 转角 方程 和 挠 曲线 方程 分 别 为 


к= (коте (с) 
= КОЁ. жа „Ёз 
= = (97 = г!) (а) 


(4) 计算 最 大 转角 和 最 大 挠 度 
由 梁 的 变形 图 容易 看 出 ， 深 的 最 大 转角 和 最 大 挠 度 均 发 生 在 工 一 :的 自由 端 截面 也 处 。 
РЖ, Жа = ! 代 入 转角 方程 和 挠 曲线 方程 ， 即 得 粱 的 最 大 转角 和 最 大 挠 度 分 别 为 
6... ==, BE 
2ЕІ ЗЕІ 
所 得 wx 为 正 值 ， 说 明 如 截面 的 挠 度 向 上 ;bs 为 正 值 ， 说 明 В 截面 的 转角 为 逆 时 针 。 


Wmax w | ж-і 





【 例 7-2〗 受 均 布 载荷 作用 的 简 支 梁 如 图 7-5 所 示 ， 已 知 梁 的 抗 弯 刚度 为 EI。 试 求 此 梁 
的 最 大 挠 度 以 及 截面 A 的 转角 。 








解 : (1) ІН ЖЖ 
如 图 7-5 所 示 ， 由 对 称 性 得 梁 的 支 座 反 力 

Fa == Fg Е La 
УНО у 


2 


М(х) = Lgr- + 


2 17 
(2) 建立 转角 方程 和 挠 曲线 方程 
将 所 得 弯 矩 方程 代入 式 〈7-4) ， 积 分 一 次 ， 得 转角 方程 


_dw_ ipi 
dz AE 





qlz’ 一 - ал | +С (а) 
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对 式 (а) 再 积分 一 次 ， 得 挠 曲线 方程 


1 
w = – ат )+с+р (b) 


G) 确定 积分 常数 

МЛН ТЕРИШ РЕЙ, ҒА. Вр 
wa = w|i:-o0=0 
ийй» р: 


将 上 述 位 移 边界 条 件 分 别 代 入 式 〈b)， 解 得 积分 常数 











1 商 
D=0 С- ЖЕТ 
将 所 得 积分 常数 代入 式 (a)、 式 〈b)， 即 得 此 梁 的 转角 方程 和 挠 曲线 方程 分 别 为 
0 = al 1 qlz’ п ал? жар ) (с) 
БЕУ МИНИ КҮШІ 
w Ei (1297 244 244! z) (d) 


(4) 计算 最 大 挠 度 与 A 截面 的 转角 


这 是 对 称 性 问题 ， 不 难 判 断 ， 梁 的 挠 曲线 是 一 条 关于 中 间 截 面 对 称 的 止 曲线 ， 其 大 致 形 
状 如 图 7-5 中 虚线 所 示 。 在 中 间 截 面 ， 即 x = 2/2 处 ， 挠 度 w 有 最 大 值 。 于 是 , 将 x = 1/2 
RAR (d)， 即 得 梁 的 最 大 搁 度 


Е.Е А 


wm = ш |, 384ЕІ 


wmex 为 负 ， 说 明 其 方向 向 下 。 
再 将 x = 0 代入 式 〈c)， 得 截面 A 的 转角 为 


13 
= 0]... — ағ 


04 HA, HARE A 的 转角 为 顺 时 针 转 向 。 


[B 7-31 图 7-6 AREALE, E 
截面 C 处 受 集中 力 下 的 作用 ， 已 知 梁 的 
抗 弯 刚 度 为 EI。 试 求 梁 的 最 大 转角 和 最 
ХЕ. 

解 : (1) 列 出 弯 矩 方程 


如 图 7-6 所 示 ， 由 平衡 方程 得 梁 的 
支 座 反 力 





Fa = Фе, Fs = £F 


7-6 
ЛЕ ЗН ЖН ЖЕЛ Ж. 图 
АС & Мз Баз, = Pz, өш ЖЮ 


CB 段 М\ї(х;)= Елх;— Ест а) = Pr, — Кай (aSr: SID 
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(2) 建立 转角 方程 和 挠 曲线 方程 
由 于 AC 段 和 CB 段 弯 矩 方程 不 同 ， 故 应 分 段 积 分 ， 分 段 建立 转角 方程 和 挠 曲线 方程 。 
将 АС 段 的 弯 矩 方程 代入 式 〈7-4)， 积 分 一 次 ， 得 AC 段 的 转角 方程 


dzw 


б = te (0б< хт «а) (а) 
对 式 (а) 再 积分 一 次 ， 得 AC 段 的 挠 曲线 方程 
wi = кере +C z +D, (о<\ л «а) | (b) 


将 CB 段 的 弯 矩 方程 代入 式 (7-4)， 积 分 一 次 ， 得 CB 段 的 转角 方程 


dw: ЕБ, Е "Т z ен 
de ЗЕГЕ крес © tC (аа SD быу 


对 式 (с) 再 积分 一 次 ， 得 СВ 段 的 挠 曲线 方程 


Fb . Е € 
ш» ЕП? (х —а) Сх +0, (а 5 5-1) (а) 


6ЕТ 
(3) 确定 积分 常数 
位 移 边界 条 件 : ТЕРУ ЕКЗ АЕК, REKE, B 


wa heg 








0; 





wp = Tie lzy = 0 
由 于 梁 的 挠 曲线 是 一 条 光滑 连续 的 曲线 〈 见 图 7-6)， 故 АС 段 和 CB БЕЛЕ С 截面 处 具有 
相同 的 挠 度 和 转角 ， 即 有 位 移 连 续 条 件 
0 全 а 406 | 


ил за 
将 上 述 位 移 边界 条 件 和 位 移 连 续 条 件 分 别 代 入 式 (а) сз 〈d)， 解 得 4 个 积分 常数 分 

别 为 
Fb 














= б =, = 0) 
将 所 得 积分 常数 代入 式 (a) 一 式 (d) ， 即 得 此 梁 的 转角 方程 和 挠 曲线 方程 分 别 为 
0 = (31-Р) On «а (е) 
wi = Даа] (0 <<. Sa) (69) 
b = Hr is) + (а<а < (д 
w = 28023.80 а). (л астр а» 


(4) 计算 最 大 转角 和 最 大 拨 度 
显然 ， 梁 的 最 大 转角 在 两 端 铵 支 座 处 取得 ,将 m = 0 和 zx。 一 ! 分 别 代 人 式 (е), R 
g)， 得 梁 在 A、B 两 匀 支 座 处 的 转角 分 别 为 


Fab(l + b) 
Өл =й, аа == == а бу = 0; | 


Bita >b, 10, 2 104 |， 故 最 大 转角 


_ Еа +a) 
га 6ЕП 
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Fab(l+a) 
вЕП 


由 梁 的 挠 曲线 形状 可 以 判定 ， 最 大 挠 度 处 的 转角 为 零 。 注 意 到 >b, Har = 084, 0<0; 
Xr = а, 9 之 0。 故 可 判定 ，0 = 0 的 位 置 必 定 在 AC 段 内 。 于 是 ， 令 式 (е) 等 于 零 ， 即 


бы - 


0 = = (3хї+Ь%—[%)=0 


Fb 
бЕП 
解 得 最 大 挠 度 所 在 截面 坐标 为 





HER л, ERAR (H, НЕМ Ж ЛЕУ 


Fb 02—02 )* 
чо 227, 9 УЗЕП 











Wmax 一 TI 


结果 为 负 ， 说 明 wx 的 方向 向 下 。 
当 集 中 力 下 作用 在 梁 的 中 点 ， Ша = 6 = 0284, 易 知 梁 的 最 大 挠 度 发 生 在 梁 的 中 点 ， 


其 值 为 
ЕР 
48ЕІ 


М = -- 
Wmax 


此 时 的 最 大 转角 


FP 
16ЕІ 


由 以 上 例题 可 以 看 出 ， 积 分 法 的 优点 是 可 以 建立 梁 的 转角 和 挠 曲线 
1 的 普遍 方程 ， 从 而 能 够 方便 获得 任意 指定 截面 处 的 转角 和 挠 度 。 缺 点 是 
adit 不 适合 求解 梁 上 载荷 比较 复杂 的 情形 。 


ФооФооФооФооФо сФо 5%о0%00сСсж2:жс2Фс5600922ө252Ф22ес0%ФСсө2222%22Ф25өссФССФСОСФОСФСОФООФООФОСөС2Ф22922ө22%02% 


Ора = = |04 | = 


CE 
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当 梁 上 载荷 较为 复杂 ， 且 只 需求 某 一 指定 截面 的 挠 度 和 转角 时 ， 采 用 积分 
法 就 显得 很 繁琐 。 而 此 时 用 大 加 法 则 较为 方便 。 

通过 上 节 例 题 可 以 看 出 ， 在 小 变形 且 材 料 服 从 胡 克 定律 的 情况 下 ， 梁 任 一 
截面 处 的 挠 度 和 转角 是 粱 所 受 载荷 的 线性 函数 。 所 以 ， 当 梁 上 有 几 种 载荷 同时 
作用 时 ， 可 以 先 分 别 计算 出 每 一 种 载荷 单独 作用 时 梁 所 产生 的 变形 ， 然 后 再 将 
其 代数 相 加 ， 即 可 得 梁 在 几 种 载荷 共同 作用 下 的 实际 变形 。 这 种 方法 称 为 计算 
弯曲 变形 的 生 加 法 。 

为 了 便于 应 用 秋 加 法 计算 梁 的 挠 度 和 转角 ， 表 7-1 列 出 了 几 种 常见 的 梁 在 简 
， 单 载荷 作用 下 的 挠 度 和 转角 公式 ， 以 备查 用 。 
下 面 举例 说 明 麦 加 法 的 具体 应 用 。 
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[017-41 某 起 重 机 大 梁 所 受 载荷 如 图 7-7 所 示 ， 已 知 梁 的 抗 弯 刚 度 为 EL ЖА 
度 中 点 C 的 挠 度 。 

м. 在 均 布 载荷 g 单独 作用 下 ， 大 梁 跨 
度 中 点 С 的 挠 度 由 表 7-1 第 6 栏 查 出 为 


在 集中 载荷 下 的 单独 作用 下 ， 大梁 跨度 
中 点 C 的 挠 度 由 表 7-1 第 5 栏 查 出 为 


3 
(шш, = 107 图 7-7 


将 以 上 结果 代数 相 加 ， 即 得 在 均 布 载荷 g 和 集中 力 下 的 共同 作用 下 ,大梁 跨度 中 点 C 的 
挠 度 








541 ЕР ж 


we = (шс), Сс) = —334E] 18ЕЇ 





【 例 7-52 图 7-8a ARERR, АЖЕ HRH Е, 和 Е, 的 作用 。 已 知 梁 的 抗 弯 刚 度 
为 ЕІ, НЕЛЕ А нт C 的 挠 度 。 
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解 : 在 载荷 F 的 单独 作用 下 ， 横 截面 B 处 的 转角 和 挠 度 可 由 表 7-1 查 出 ， 分 别 为 














2 3 
ае гь би = ЭШ 
由 其 变形 图 ( 见 图 7-8b) 可 得 ,在 载荷 Fi 的 单独 作用 下 ， 自 由 端 C 的 挠 度 
Баз Еа? 5Еа? 
(шк, = Си), (Өв), "а ЗЕТ 2ҒІ “С — 6ЕІ 


在 载荷 Е, 的 单独 作用 下 OLE 7-80), Нина С 的 挠 度 可 以 由 表 7-1 直接 查 得 
2 Е, (2а) а 8Е, а? 





(wo)r, “ЗЕР = ЗЕТ 
将 以 上 结果 代数 相 加 ， 即 得 在 Е, 和 FE 的 共同 作用 下 ， 自 由 端 C 的 挠 度 
we = (шқ + (we)s, = Si ы 








‚ЖМ 


[#17-61 ЕНІН 7-9а 所 示 ， 已 知 BC 段 梁 的 抗 弯 刚 度 为 ET ，AB БЕКИЛИП 


度 为 2ETI。 试 求 自 由 端 СА. 

解 : 该 梁 可 以 看 成 由 悬臂 梁 АВ 
和 固定 在 横 截 面 了 上 的 悬臂 梁 BC 
组 成 。 

先 令 AB 段 不 变形 ， 只 考虑 BCB 
的 变形 。 这 相当 于 将 B 端 视 为 固定 端 ， 
BC 有 段 为 悬臂 梁 ， 如 图 7-9b 所 示 。 因 . а) 
BC 段 变 形 引 起 的 自由 端 C 的 挠 度 可 由 
R 7-1 直接 查 得 ， 为 


28 
Wa 24ЕІ 


再 令 BC 段 不 变形 ， 只 考虑 AB B ы 
的 变形 。 这 相当 于 将 BC 段 视 为 刚体 ， 
故 可 将 原作 用 在 С 处 的 集中 力 下 向 了 


处 平移 ， 得 一 力 下 和 一 矩 M。 = СЮ 
力 偶 ， 如 图 7-9c 所 示 。 当 悬臂 梁 АВ 
段 在 F 和 M.。 的 作用 下 变形 时 ， 截 面 В 


的 挠 度 ws 和 转角 0s 可 利用 表 7-14 
加 法 求 得 ， 分 别 为 











Өні/2| wp 











三 二 ЕШ БЕР ә 
8 48ЕІ 32EI 96ЕІ Ж 
1 7-9 
а ЕР FÊ ЗЕР 
е 


16EI 8EI 16ЕІ 
由 其 变形 图 ( 见 图 7-9c) T, HARR АВ 变形 而 引起 的 自由 端 C 的 挠 度 为 


ОИТ 2.23 _ БЕЗ ЗЕР __Т7ЕР 
z ETHE p 96ЕТ 16ЕІ 48ЕІ 











МЕ. „м 
2 
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将 所 求 得 的 wa 和 w, 代 数 相 加 ， 即 得 阶梯 悬臂 梁 自 由 端 C 的 挠 度 
Ер ТЕР ЗЕР 
24ЕІ 48ЕІ 16ЕІ 
Ж АО 2 У ОУ “BRALA”. | 








| 
Wa = Way ТЫ 





С] 7-7] 图 7-10a 所 示 外 伸 梁 ， 在 C 端 受 一 集中 力 下 的 作用 ,已 知 梁 的 抗 弯 刚度 为 EL 
试用 又 加 法 求 截面 C 的 挠 度 和 转角 。 - 
f: 该 梁 由 АВ RA BCRA 
成 ， 梁 在 任 一 截面 处 的 挠 度 或 转角 ， 
等 于 梁 的 各 段 发 生变 形 时 在 该 截面 

处 引起 的 挠 度 或 转角 的 代数 和 。 
采用 分 段 刚 化 法 。 先 令 АВ 段 不 
变形 ， 只 考虑 BC 段 的 变形 。 这 相当 
于 将 В 端 视 为 固定 端 ，BC 段 为 悬臂 
梁 ， 如 图 7-10b 所 示 。 因 ВС 段 变形 
引起 截面 C 的 挠 度 和 转角 可 由 表 7-1 
直接 查 得 ， 分 别 为 














Еа? _ Еа b 
“с ЗЕР б 2ЕІ ) 
再 令 BC 段 不 变形 ， 只 考虑 АВ Е 


段 的 变形 。 这 相当 于 将 BC БҮЛ ЖИІ 
体 ， 故 可 以 将 原作 用 在 C 处 的 集中 
力 下 向 B 处 平 黎 ， 得 一 力 Е 
M. = Fa 的 力 偶 ， 如 图 7-10c ТЖ. 
其 中 作用 于 支 座 B 上 的 力 下 不 会 使 
梁 的 AB 段 产生 变形 ， 故 只 需 考 虑 力 
ЕМ, 的 作用 。 在 力 偶 M. 作用 下 ， | 图 7-10 
截面 В 的 转角 可 由 表 7-1 查 得 为 








在 AB 段 发 生变 形 的 同时 ，BC 段 作为 刚体 也 会 随 之 转动 ， 转 动 角 度 即 为 G8 (Л, 
图 7-10c) 。 故 得 因 АВ 段 变形 而 引起 的 截面 C 的 挠 度 与 转角 分 别 为 
Еа?1 быз фу к= _ Fal 
ДЕГ A= ma 3EI 
将 上 述 所 得 结果 代数 相 加 ， 即 得 此 外 伸 梁 截面 С 的 挠 度 和 转角 分 别 为 
4 Fa? Ға Еа(а+[) 
а Wa Мас” SET ЗЕТ ЗЕІ 


Ға Ға! Еа? fy 1 
ЗЕТ ЗЕТ” Ert? T) 








Wez б “а 














бє 一 bc 十 bc 


第 七 章 弯曲 变形 173) 


Жан 庚 的 刚度 计算 


一 、 梁 的 刚度 条 件 


在 工程 实际 中 ， 为 保证 梁 能 够 正常 工作 ， 除 了 要 求 满足 强度 条 件 外 ， 还 需 
对 梁 的 变形 加 以 限制 。 通 常规 定 梁 的 最 大 乒 度 不 能 超过 某 一 特定 的 许 用 值 ， 即 
梁 的 刚度 条 件 为 
|w | та < Cw] (7-6) 
AP, [w] 为 梁 的 许 用 搁 度 。 
【 例 7-8】 图 7-11a 所 示 简 支 梁 由 Мо. 18 工 字 钢 制 成 ， 跨 度 1 = 二 3m, 受 g = 24 kN/m 的 
均 布 载荷 作用 。 已 知 材料 的 弹性 模 量 Е = 210 GPa， 许 用 应 力 [o] = 150 MPa， 梁 的 许 用 搁 


Ж Га] 6。 试 校 核 此 梁 的 强度 和 刚度 。 





图 7-1 


解 : (1) 强度 校 核 
作出 梁 的 弯 矩 图 如 图 7-11b 所 示 ， 梁 的 最 大 弯 矩 


M = Č = (24х10 М/ш)Х(3ш)*# _ окуз N. m 
max 8 8 
由 附录 B 中 的 工 字 钢 型 钢 表 查 得 ，No. 18 工 字 钢 的 抗 弯 截面 系数 碌 . = 185 cm, 
根据 梁 的 弯曲 正 应 力 强度 条 件 ， 


_ М... 27X10 М, m 


бәк W, 185х107 ms 
此 梁 的 强度 满足 要 求 。 
(2) 梁 的 刚度 校 核 
由 附录 B 中 的 工 字 钢 型 钢 表 查 得 ，No. 18 工 字 钢 的 形 心 主 惯性 矩 过 = 1660 cm! 。 梁 的 最 
大 挠 度 发 生 在 跨 中 截面 ， 由 表 7-1 查 得 





= 146 Х10% Ра = 146 MPa < [с] = 150 MPa 
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Bol _ 5Х(24Х10% N/m) X (3 т)! 
384EI. 384 Хх (210X 10° Ра) X (1660X107? т!) 


根据 梁 的 刚度 条 件 





[w lma = = 7.26X10™° m = 7. 26 mm 


= а 
| чо] ых = 7. 26 mm < Га ЛОЙ 7.5 mm 


此 梁 的 刚度 亦 满 足 要 求 。 
二 、 梁 的 合理 刚度 设计 


梁 的 弯曲 变形 与 粱 的 受 力 、 抗 弯 刚 度 、 跨 度 ， 以 及 支 座 情况 有 关 。 因 此 ， 
提高 粱 的 刚度 的 措施 大 致 有 : 

1. 合理 选择 截面 形状 

影响 梁 的 刚度 的 截面 几何 性 质 是 形 心 主 惯性 矩 I.。 因 此 ， 从 提高 梁 的 刚度 
考虑 ， 应 选用 较 小 面积 可 以 获得 较 大 惯性 矩 的 截面 。 显 然 ， 工 字形 截面 较为 
合理 。 

2. 合理 选择 材料 

影响 梁 的 刚度 的 材料 力学 性 能 是 弹性 模 量 上 。 因 此 ， 从 提高 梁 的 刚度 考虑 ， 
应 选用 弹性 模 量 较 大 的 材料 。 注 意 到 ， 各 种 钢材 的 弹性 模 量 十 分 接近 ， 故 改变 
钢材 的 品种 对 提高 梁 的 刚度 是 没有 意义 的 。 

3. 减 小 梁 的 跨度 

由 表 7-1 可 见 ， 梁 的 挠 度 与 跨度 的 平方 或 者 三 次 方 或 者 四 次 方 成 正比 。 因 
此 ， 减 小 梁 的 跨度 对 提高 梁 的 刚度 效果 显著 。 如 果 条 件 允 许 ， 应 尽量 减 小 梁 的 
跨度 。 
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前 面 所 讨论 的 梁 都 是 静 定 梁 ， 约 束 力 由 静 力 平衡 方程 即 可 完全 确定 。 但 在 
工程 实际 中 ， 有 时 为 了 提高 粱 的 强度 和 刚度 ， 或 由 于 构造 上 的 需要 ， 往 往 会 给 
静 定 梁 增 加 约束 。 这 样 ， 梁 上 未 知 约束 力 的 数目 就 超出 了 独立 平衡 方程 的 数目 ， 
其 约束 力 就 不 能 完全 由 平衡 方程 求 出 ， 这 就 是 超 静 定 梁 。 

在 超 静 定 梁 中 ， 在 维持 平衡 所 需 约 束 的 基础 上 额外 增加 的 约束 称 为 多 余 约 
束 ， 解 除 多 余 约 束 所 代 之 作用 的 约束 力 称 为 多 余 未 知 力 。 未 知 约束 力 数 目 与 独 
立 平 衡 方程 数目 之 差 ， 亦 即 多 余 未 知 力 的 数目 ， 称 为 超 静 定 次 数 。 

与 求解 轴 向 拉 伸 〈 压 缩 ) 超 静 定 问题 类 似 ， 为 了 求解 超 静 定 梁 ， 除 应 建立 
静 力 平衡 方程 外 ， 还 应 利用 变形 协调 关系 和 物理 关系 找到 补充 方程 。 
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对 于 超 静 定 梁 ， 每 个 多 余 约 东 都 限制 了 
粱 的 某 一 截面 的 某 个 位 移 〈 搅 度 或 转角 )， 即 
都 提供 了 一 个 变形 限制 条 件 ， 或 称 为 变形 协 
调 条件 。 根 据 这 个 条 件 ， 再 结合 物理 关系 ， 
即 可 获得 一 个 补充 方程 。 因 此 ， 补 充 方 程 的 
数目 将 等 于 多 余 未 知 力 的 数目 ， 即 超 静 定 的 
次 数 ， 从 而 使 得 问题 可 以 获 解 。 





现 以 图 7-12a 所 示 梁 为 例 ， 说 明 简单 超 к» 
静 定 梁 的 具体 解法 。 为 了 寻求 变形 协调 条 件 ， 
设想 В 处 活动 匀 支 座 为 多 余 约 束 ， 将 其 解除 ， - 4 
并 以 相应 的 多 余 未 知 力 Fs 代替 它 的 作用 。 这 % жалы 


样 ， 就 把 原来 的 超 静 定 梁 在 形式 上 转变 成 在 
载荷 下 和 多 余 未 知 力 Ев 共同 作用 下 的 静 定 


梁 (悬臂 粱 )， 如 图 7-12b 所 示 ， 称 为 原 超 静 ; ЖЕТІ. 
定 梁 的 相当 系统 。 ; Ри 
为 了 使 相当 系统 和 原 超 静 定 粱 等 效 ， 要 d А 
ЖОН ЖИЕ ИЛИРА ВЕ M мс 
的 变形 协调 条 件 。 在 本 例 中 ，B баж Аиы. 
座 的 变形 协调 条 件 是 B 截面 的 找 度 为 零 ， 即 。 ““ 
wg = 0 
HI, НПЗ LE 7-12с, d), 利用 





表 7-1， 即 得 补充 方程 мж 
ws = (ады а = FE 81-а) H = 0 


由 上 述 补充 方程 ， 解 得 多 余 未 知 力 图 7-12 
Е/,ай а 
В = (3) 
求 出 Fs 后 ， 原 来 的 超 静 定 梁 即 等 效 于 在 下 和 Fs 共同 作用 下 的 悬臂 梁 OL 
图 7-12b)， 进 一 步 的 计算 就 与 静 定 梁 的 计算 完全 相同 。 例 如 ， 截 面 A、 截 面 С 


的 弯 矩 分 别 为 











2 3 
М.--ығы--Е (24-44) 





2 3 4 
Ме = Ев(1—а) = Б(34- Ж) 


ЗА > 
作出 梁 的 弯 矩 图 如 图 7-12е 所 示 。 
应 该 指出 ， 多 余 约 东 的 选取 并 不 是 唯一 的 ， 只 要 是 维持 平衡 额外 的 约束 ， 
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都 可 视 为 多 余 约束 ， 也 就 是 说 相当 系统 可 以 有 不 同 的 选择 。 例 如 在 本 例 中 ， 也 
可 以 取 固定 端 A 处 的 转动 约束 为 多 余 约束 ， 解 除 A 处 的 转动 约束 ， 并 以 相应 的 
反 力 偶 MA 代替 它 的 作用 ， 从 而 得 到 在 原 有 载荷 F 和 多 余 未 知 力 偶 MA 共同 作用 
下 的 简 支 粱 ， 如 图 7-12f 所 示 。 此 时 的 变形 协调 条 件 为 截面 A 的 转角 为 零 ， 即 
дл = 0 

由 此 求解 获得 的 结果 与 上 述 解答 完全 一 致 ， 请 读者 自行 验证 。 

上 述 求解 超 静 定 梁 的 方法 称 为 变形 比较 法 。 用 变形 比较 法 求解 简单 超 静 定 
粱 的 步骤 可 以 归纳 为 
(1) 解除 多 余 约 束 ， 以 相应 的 多 余 未 知 力 代 之 作用 ， 得 到 原 超 静 定 
: 梁 的 相当 系统 。 
(2) 根据 多 余 约 来 的 性 质 ， 建 立 变形 协调 方程。 
: (з 计算 相当 系统 在 多 余 约 来 处 的 相应 位 移 ， 由 变形 协调 方程 得 到 
: 补充 方程 。 
: (4) 由 补充 方程 求 出 多 余 未 知 力 。 


bh 0 eh th th Eh фосфосфосФфосфоофосФфооФоофоофооФфоофоофосфосфосфоофооф ооф ооф оо Фоо фос Eh ED 2 фос фос фосФос 


Фоофоофооф ооф Оо Фоо Фоо Фоо Фоп ФооФС 


【 例 7-9] 试用 变形 比较 法 计算 图 7-13a тл Е НЯ Л. HME R K Т 
图 。 已 知 梁 的 抗 弯 刚度 为 EIL 

解 : (1) Ети 

这 是 一 次 超 静 定 梁 ， 将 B 处 活动 铵 支 座 视 为 多 余 约束 ， 解 除 之 ， 以 相应 的 多 余 未 知 力 Fo 
代 之 作用 ， 得 到 原 超 静 定 梁 的 相当 系统 ， 如 图 7-13b 所 示 ， 它 是 在 已 知 均 布 载荷 g 和 未 知 约 
ЖЛ) Fs 共同 作用 下 的 悬臂 梁 。 

(2) 建立 变形 协调 方程 

变形 协调 条 件 为 支 座 B 处 的 挠 度 等 于 零 ， 即 有 变形 协调 方程 

ws =0 
(3) 建立 补充 方程 
如 图 7-13c、d 所 示 ， 用 又 加 法 并 借助 表 7-1， 由 变形 协调 方程 得 补充 方程 


4 3 
wg = Сов) (wa)es --. РЕ ЖЫ. 0 


ВЕТ 3EI _ 
(4) 求解 多 余 未 知 力 
由 上 述 补 充 方 程 ， 解 得 多 余 未 知 力 


(5) 静 定 分 析 计 算 
根据 相当 系统 〈 见 图 7-13b) ， 由 平衡 方程 易 得 固定 端 A 处 的 约束 力 


2 
Fa = 0, Fy = 2, М, = 4 


作出 粱 的 前 力图 、 弯 矩 图 分 别 如 图 7-13e、f 所 示 。 
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图 7-13 


С] 7-10] 圆 形 截面 梁 如 图 7-14a т, ВЯ Е = 20 kKN， 梁 的 跨度 ! = 500mm, 
截面 直径 d = 60 mm， 许 用 应 力 [oj 二 100 MPa。 试 校 核 此 梁 的 强度 。 

解 : (1) 解除 多 余 约 束 

这 是 一 次 超 静 定 梁 。 将 B 处 活动 匀 支 座 视 为 多 余 约 束 ， 解 除 之 ， 代 之 以 多 余 未 知 力 Ев, 
得 到 原 超 静 定 梁 的 相当 系统 ， 如 图 7-14b 所 示 ， 它 是 在 已 知 集中 载荷 下 和 未 知 约 束 力 Fs 共同 
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作用 下 的 简 支 梁 。 








МКМ т 


(2) 建立 变形 协调 方程 

变形 协调 条 件 为 支 座 B 处 的 找 度 等 于 零 ， 即 有 变形 协调 方程 
тов 一 0 

(3) 建立 补充 方程 

用 从 加 法 并 借助 表 7-1， 由 变形 协调 方程 得 补充 方程 


ILIFE | Fal 
wg = (ов) ғ Cwe) Fg сы ЖЕТ 


(4) 求解 多 余 未 知 力 
由 上 述 补充 方程 ， 解 得 多 余 约 束 力 





Бу = Hp = 120 kN = 13.75 kN 

(5) 强度 计算 

根据 相当 系统 LE 7-14b) ， 由 平衡 方程 易 得 支 座 A、C 的 约束 力 分 别 为 
Fa = —1.875kN, Fe = 8. 125 kN 


作出 梁 的 弯 和 矩 图 如 图 7-14: 所 示 ， 梁 的 最 大 弯 矩 为 
Мы. = 2.03 kN = та 
根据 梁 的 弯曲 正 应 力 强度 条 件 ， 有 
бы = Мз = 2 0310 Мт 9, орусту Pa = 95.7 МРа < [2] = 100 MPa 
* 39 X (60X107 т)" 


此 梁 的 强度 符合 要 求 。 
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复习 思考 题 


7-1 什么 是 梁 的 挠 曲线 ? 什么 是 梁 的 挠 度 和 转角 ? 它们 之 间 有 何 关联 ? 

7-2 ” 搁 度 与 转角 的 正人 负 号 是 如 何 规 定 的 ?该 规定 与 坐标 系 的 选择 是 否 有 关 ? 

7-3” 试 写 出 梁 的 挠 曲线 近似 微分 方程 ， 并 解释 方程 中 各 个 参量 的 含义 。 

7-4 何谓 位 移 边 界 条 件 ? 试 写 出 匀 支 座 和 固定 端 支 座 处 的 位 移 边 界 条 件 表达 式 。 

7-5 何谓 位 移 连 续 条 件 ? 试 写 出 单 跨 梁 任 一 截面 处 的 位 移 连续 条 件 表达 式 。 

7-6 ”全 加 法 的 应 用 条 件 是 什么 ? 如何 利 用 释 加 法 计算 梁 在 指定 截面 处 的 挠 度 和 转角 ? 

77 ”什么 是 梁 的 刚度 条 件 ?” 如 何 进行 梁 的 刚度 计算 ? 

7-8 ”什么 是 超 静 定 梁 ? 与 静 定 梁 相 比 ， 超 静 定 梁 有 哪些 优点 ? 

7-9 ”什么 是 多 余 约 束 ? 什么 是 原 超 静 定 梁 的 相当 系统 ? 

7-0 ”解除 多 余 约 东 的 原则 是 什么 ? 对 于 给 定 的 超 静 定 染 ， 其 相当 系统 是 否 唯一 ? 

,7-11 ”什么 是 变形 协调 条 件 ? 如 何 建立 超 静 定 梁 在 多 余 约 束 处 的 变形 协调 条 件 ?” 如 何 得 
到 用 多 余 未 知 力 表 示 的 补充 方程 ? 

712 ”什么 是 超 静 定 次 数 ? 如 何 确 定 超 静 定 梁 的 超 静 定 次 数 ? 


мой 
71 写 出 习题 7-1 图 所 示 各 粱 的 位 移 边界 条 件 。 














习题 7-1 图 
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7-2 试用 积分 法 建立 习题 7-2 图 所 示 简 支 梁 的 转角 方程 和 挠 曲线 方程 。 已 知 梁 的 抗 弯 刚 
EX ЕІ. 

7-3 ”试用 积分 法 建立 习题 7-3 Т R A pe fa ЛЕН ЛЕ. ЗРЯ R A 
挠 度 和 最 大 转角 。 已 知 梁 的 抗 弯 刚 度 为 ЕТ. 





习题 7-2 图 


7-4 试用 积分 法 建立 习题 7-4 图 所 示 简 支 梁 的 转角 方程 和 挠 曲线 方程 ， 并 求 两 端 截面 的 
转角 以 及 跨 中 截面 的 挠 度 。 已 知 梁 的 抗 弯 刚 度 为 ET。 

7-5 ”试用 积分 法 建立 习题 7-5 图 所 示 外 伸 粱 的 转角 方程 和 挠 曲线 方程 ， 并 求 A、B 两 截 
面 的 转角 和 截面 A 的 挠 度 。 已 知 梁 的 抗 弯 刚 度 为 EL 


F=gI?2 











Эй 12 э ea 12 1 


7-6 试用 积分 法 求 习 题 7-6 图 所 示 悬 臂 梁 的 转角 方程 和 挠 曲线 方程 ， 并 求 截面 B 的 转角 
和 挠 度 。 已 知 粱 的 抗 弯 刚度 为 ET。 

77 ”试用 和 加 法 计算 习题 7-7 图 所 示 悬 臂 梁 截面 B 的 挠 度 和 转角 。 已 知 梁 的 抗 弯 刚 度 
为 ET。 





Me=g12/2 
Р 4 
А В 
а с 
1 /2 12 
习题 7-6 图 习题 7-7 图 


7-8 ”试用 又 加 法 计算 习题 7-8 图 所 示 简 支 梁 截面 C 的 挠 度 和 截面 B 的 转角 。 已 知 梁 的 抗 
弯 刚 度 为 EIL 

7-9 试用 至 加 法 计算 习题 7-9 图 所 示 悬 臂 梁 截面 С 的 转角 和 截面 B 的 挠 度 。 已 知 梁 的 抗 
FREH ЕІ. 


第 七 章 amaw (181) 











T 12 十 12 | 





习题 7-8 图 习题 7-9 图 


7-10 ”试用 县 加 法 计算 习题 7-10 图 所 示 外 伸 梁 截面 A 的 转角 和 截面 С 的 找 度 。 已 知 梁 的 
抗 弯 刚度 为 EL 

7-11 如 习题 7-11 图 所 示 ， 在 简 支 梁 的 一 半 跨 度 内 作用 均 布 载荷 g。 试 用 又 加 法 计算 跨 
中 截面 C 的 乒 度 。 已 知 梁 的 抗 弯 刚度 为 EL 











习题 7-10 图 


7-12 试用 要 加 法 计算 习题 7-12 图 所 示 
外 伸 梁 截面 C 的 转角 和 挠 度 。 已 知 梁 的 抗 弯 
刚度 为 ET。 

7-13 圆 截面 钢 梁 如 习题 7-13 图 所 示 ， 





已 知 梁 的 截面 直径 d = 20 mm， 跨 度 尺寸 a /2 12 
a = 200 тт, ЖЖЖ E = 200 GPa. Ж 
载荷 下 的 作用 下 ， 梁 中 段 AB 弯 成 曲率 半径 习题 7-12 图 


о = 12 т WAM, WAERM ЕКА. 

7-14 如 习题 7-14 图 所 示 ， 一 根 足 够 长 的 钢筋 放置 在 水 平 刚性 平台 上 。 已 知 钢筋 的 单位 
长 度 重量 为 a， 抗 弯 刚度 为 EI， 钢筋 的 一 端 伸 出 平台 边缘 В 的 长 度 为 a， 作用 于 钢筋 自由 端 
A 的 载荷 = ga。 试 求 钢 航 自由 端 A 的 挠 度 。 








F F 
(2, 
т аы Шокир НЧ 
习题 7-13 图 | “习题 7-14 图 


7-15 习题 7-15 图 所 示 简 支 梁 由 Мо. 45а LEAR, 已 知 梁 的 跨度 7 = 10 m， 弹 性 模 
ЖШ E = 210 GPa， 规 定 的 许 用 挠 度 [ш] = 1/600。 试 确定 所 受 均 布 载 荷 集 度 q 的 最 大 值 。 

7-16 习题 7-16 图 为 一 简 支 房 梁 的 受 力 简 图 ， 为 了 避免 梁 下 天 花 板 上 的 灰 泥 可 能 开裂 ， 
要 求 梁 的 最 大 拨 度 不 超过 1/360. 已 知 梁 的 跨度 / = 4m， 材 料 的 弹性 模 量 已 = 6.9 GPa。 试 
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确定 此 房 梁 截面 惯性 矩 I. 的 最 小 值 。 








12 12 
习题 7-16 图 


7-17 МЕШІН ХР 24 7-17 图 所 示 ， 已 知 梁 的 截面 直径 d = 32 mm， 弹 性 模 量 E = 
200 GPa， 工 作 时 要 求 截面 С 处 的 乒 度 不 大 于 0. 05 mm。 试 校 核 此 梁 的 刚度 。 





48 246 
习题 7-17 图 


7-18 如 习题 7-18 图 所 示 ， 松 木板 自由 地 放置 在 两 个 支 座 上 ， 所 受 载荷 = 4kN。 若 测 
得 梁 中 点 处 的 乒 度 we = 2 mm， 试 确定 松木 板 的 弹性 模 量 Е. 


B Ав 







200 
“500 500 
习题 7-18 图 


7-19 习题 7-19 图 所 示 简 支 梁 由 工 字 钢 制 作 ， 已 知 所 受 外 力 偶 矩 M. =5kN* т, Ma = 
10 kN。m， 梁 的 跨度 1 = 5m， 弹 性 模 量 巨 = 200 GPa， 许 用 应 力 [o] = 160 MPa， 规 定 的 许 
HRE Га] = /500。 试 确定 工 字 钢 的 型 号 。 

7-20 WRIA 7-20 图 所 示 超 静 定 梁 的 支 座 反 力 ， 并 作出 梁 的 弯 矩 图 。 已 知 梁 的 抗 弯 刚 
ЕХ ЕІ. 
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习题 7-19 图 习题 7-20 图 


7-21 WRIA 7-21 图 所 示 超 静 定 梁 的 支 座 反 力 ， 并 作出 梁 的 弯 矩 图 。 已 知 梁 的 抗 弯 刚 
EX El. | 
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习题 7-21 图 





7-22 ” 某 房 屋 建筑 中 的 一 等 截面 梁 可 简化 为 受 均 布 载荷 作用 的 双 跨 梁 ， 如 习题 7-22 图 所 
ж. АЖЕ ЕН, ЭРИ ЕЕ ЖХ®Ж. ВЕН 0 EL 











Б 习题 7-22 图 


7-23 WRIA 7-23 图 所 示 超 静 定 梁 的 支 座 反 力 ， 并 作出 梁 的 弯 抢 图 。 已 知 梁 的 抗 弯 刚 
EX EIL 








习题 .7-23 图 


7-4 如 习题 7-24 图 所 示 ， 受 均 布 载荷 а 作用 的 钢 梁 AB 一 端 固 定 ， 另 一 端 用 钢 拉杆 BC 
系 住 。 已 知 钢 梁 的 抗 弯 刚 度 为 ET， 钢 拉杆 的 抗 拉 刚 度 为 ЕЛ. RAHIT BC 的 轴 力 。 
7-25 组 合 梁 如 习题 7-25 图 所 示 ， 试 求 集中 载荷 下 的 作用 点 О 的 挠 度 。 已 知 梁 的 抗 弯 刚 
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ЖА ЕІ. 








习题 7-25 图 


第 八 章 
应 力 状 态 分 析 与 强度 理论 


第 一 六 ”应 力 状 态 概 念 


一 、 应 力 状态 的 概念 


前 述 有 关 章 节 的 研究 表明 ， 杆 件 内 同一 横 截面 上 不 同位 置 的 点 ， 具 有 不 同 
的 应 力 ; 而 杆 件 内 的 同一 点 ， 在 不 同 截面 上 的 应 力也 是 不 同 的 。 构 件 内 点 的 应 
力 的 大 小 和 方向 不 仅 与 该 点 的 位 置 有 关 ， 而 且 还 与 通过 该 点 的 截面 的 方位 有 关 。 
受 力 构件 内 的 点 在 不 同方 位 截面 上 应 力 的 集合 ， 称 为 点 的 应 力 状态 。 

研究 点 的 应 力 状 态 ， 可 以 使 人 们 了 解 点 的 应 力 随 截面 方位 变化 的 情况 ， 加 
深入 们 对 材料 失效 或 破坏 现象 的 认识 ， 有 助 于 揭示 在 复杂 受 力 情况 下 材料 失效 
或 破坏 的 一 般 规律 ， 为 解决 组 合 变形 杆 件 的 强度 问题 奠定 基础 。 

为 了 研究 某 点 的 应 力 状态 ， 可 以 围绕 该 点 截取 一 个 微小 的 立方 体 ， 称 为 单 
元 体 。 假 设 单元 体 三 个 方向 上 的 尺寸 均 无 穷 小 ， 以 致 可 以 认为 : 

(1) 单元 体内 的 各 个 截面 均 通过 该 点 ; 

(2) 单元 体内 某 截面 上 的 应 力 ， 就 代表 了 该 点 在 该 截面 上 的 应 力 ; 

(3) 在 单元 体内 任意 两 个 平行 截面 上 ， 应 力 相同 。 

这 样 ， 单 元 体 的 应 力 状态 就 代表 了 相应 点 的 应 力 状 态 。 这 种 研究 点 的 应 力 
状态 的 方法 称 为 单元 体 法 。 

例如 ， 对 于 图 8-1a 所 示 的 矩形 截面 简 支 粱 ， 若 要 了 解 其 上 A 点 的 应 力 状 

， 可 围绕 A 点 截取 单元 体 ， 如 图 8-1b 所 示 。 由 第 六 章 的 知识 可 知 ， 在 该 单元 
йзге тылын ге Шол ш: 
Ж, 在 上 、 下 两 侧面 上 ， 有 与 左 、 右 两 侧面 大 小 相等 、 转 向 相反 的 切 应 力 ; 而 

、 后 两 个 面 上 则 均 无 应 力作 用 。 由 于 该 单元 体 的 前 、 后 两 个 面 上 都 没有 应 力 ， 
нее летние ЕИ ЫДЫ ТЕЕ МИ tem ee le 
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的 С 点 截取 出 来 的 单元 体 分 别 如 图 8-1d、e 所 示 。 若 单元 体 六 个 侧面 上 的 应 力 全 
部 已 知 ， 即 可 对 其 应 力 状态 进行 深入 分 析 ， 这 将 在 随后 几 节 中 陆续 介绍 。 





d) е) 


二 、 主 平面 与 主 应 力 


在 图 8-1d 中 ， 单 元 体 的 三 个 相互 垂直 的 面 上 均 无 切 应 力 ， 这 种 切 应 力 为 零 
的 平面 称 为 主 平 面 。 主 平面 上 的 正 应 力 则 称 为 主 应 力 。 可 以 证 明 ， 通 过 受 力 构 
件 的 任意 点 皆 可 以 找到 三 个 相互 垂直 的 主 平面 ， 因 而 受 力 构 件 的 任意 点 都 一 定 
存在 着 三 个 主 应 力 。 在 今后 的 研究 中 ， 规 定 将 三 个 主 应 力 按照 代数 值 由 大 到 小 
的 顺序 排列 ， 分 别 记 作 о. о. o MWA o 20 20. ИШ, ЖЕ 
个 主 应 力 分 别 为 10MPa、 一 60 MPa、0， 则 应 记 作 o, = 10МРа, о -0, o = 
--60 МРа, 


三 、 应 力 状 态 的 分 类 
若 某 点 的 三 个 主 应 力 中 只 有 一 个 不 等 于 零 ， 则 称 该 点 的 应 力 状态 为 单 向 应 
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力 状态 ; 若 三 个 主 应 力 中 有 两 个 不 等 于 零 ， 则 称 为 二 向 应 力 状 态 或 平面 应 力 状 
态 ; 若 三 个 主 应力 都 不 等 于 零 ， 则 称 为 三 向 应 力 状态 或 空间 应 力 状 态 。 单 向 应 
力 状 态 也 称 为 简单 应 力 状态 ;二 向 和 三 向 应 力 状 态 则 统称 为 复杂 应 力 状态 。 





Жон ”复杂 应 力 状 态 的 工程 实例 


一 、 二 向 应 力 状态 的 工程 实例 


作为 二 向 应 力 状态 的 实例 ， ыы T E А КЗ ру НО Ж] И] Йй ЗЕ 
ІІ. 

薄 壁 圆 简 是 指 壁 刘 上 远 小 于 内 径 D ( 二 D/20) 的 封闭 圆 简 形 容器 OLE 8-2). 

假设 图 8-2 所 示 薄 壁 圆 简 承受 内 压 р 的 作用 。 不 难看 出 ， 作 用 于 简 底 两 端的 
压力 ， 将 在 横 截面 上 引起 轴 向 拉 应 力 os 作用 于 简 壁 侧面 的 压力 ， 则 在 纵 截 面 
上 引起 周 向 拉 应 力 cu。 由 于 是 薄 壁 ， 故 可 近似 认为 c,、o' 沿 壁 厚 均 匀 分 布 。 














图 ”8-2 


HERH ”一 ” 截 开 圆 简 ， 其 右 半 部 分 的 受 力 如 图 8-2b 所 示 ， 由 沿 z 轴 方 
向 的 平衡 方程 ) 
TR = б, p — o, (xDr) Si 
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得 轴 向 拉 应 力 


а 200 (8-1) 
41 


用 相距 为 / 的 两 个 横 截 面 和 一 个 通过 圆 简 轴 线 的 纵 截 面 来 截取 部 分 圆 简 的 上 
部 分 作为 研究 对 象 ( 见 图 8-2c) ， 由 沿 y 轴 方 向 的 平衡 方程 ( 见 图 8-2d) 
ХЕ, =0, ыЮ—?вй =0 
得 周 向 拉 应 力 


a = ÊP (8-2) 
t 


由 式 (8-1) 和 式 (8-2) 可 见 ， 周 向 拉 应 力 o 是 轴 向 拉 应 力 o 的 两 倍 。 
由 于 横 截面 与 纵 截面 上 都 没有 切 应 力 ， 故 这 两 个 面 均 为 主 平面 ，o, Яо, B 
为 主 应 力 。 此 外 ， 在 单元 体 的 第 三 个 方向 上 ， 还 有 作用 于 内 壁 的 压力 p， 但 在 一 
般 情况 下 ， 因 其 远 小 于 o, 和 o,， 故 可 忽略 不 计 。 因 此 ， 薄 壁 圆 简 内 的 各 点 均 处 
于 二 向 应 力 状 态 。 其 单元 体 如 图 8-2a 所 示 。 
图 8-1 所 示 简 支 梁 上 的 A、C 两 点 也 属于 二 向 应 力 状 态 ， 其 主 应 力 的 计算 将 
在 下 节 讨 论 。 


二 、 三 向 应 力 状 态 的 工程 实例 


钢轨 与 火车 车 轮 接 触 处 的 点 的 应 力 状 态 ， 可 以 作为 三 向 应 力 状态 的 实例 。 
钢轨 与 火车 车 轮 接触 处 ( 见 图 8-3a) ， 在 火车 车 轮 的 压力 下 ， 钢 轨 受 压 部 分 的 材 
料 有 向 四 处 扩张 的 趋势 ， 而 周围 的 材料 会 
阻止 其 扩张 ， 故 受到 周围 材料 的 压力 。 因 
此 ， 在 钢轨 受 压 区 域 的 A 点 ， 以 垂直 和 平 
行 于 压力 下 的 截面 取出 的 单元 体 上 有 三 个 
主 应 力作 用 ， 如 图 8-3b 所 示 ，A 点 为 三 向 
压 应 力 状态 。 与 此 类 似 ， 滚 珠 轴承 的 滚珠 
与 外 圈 接 触 处 的 点 ， 也 处 于 三 向 应 力 状 态 ， 
如 图 8-4 所 示 。 





а) 
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第 三 节 ”三 向 应 力 状 态 分 析 的 解析 法 


图 8-5a 所 示 单 元 体 为 二 向 应 力 状态 的 一 般 情况 。 其 中 ， 单 元 体 上 与 ЕН 
的 截面 上 作用 有 正 应 力 о, 和 切 应 力 r,;， 与 y 轴 垂直 的 截面 上 作用 有 正 应 力 o, 和 切 
应 力 тыз 在 前 、 后 两 个 截面 上 ， 正 应 力 与 切 应 力 均 为 零 。 根 据 切 应 力 互 等 定理 ， 
tw 与 zw 的 大 小 相等 。 因 此 ， 这 里 独立 的 应 力 分 量 只 有 三 个 : cc о, 与 rs。 

对 于 二 向 应 力 状态 下 的 单元 体 ( 见 图 8-5a) ， 因 其 前 、 后 两 个 截面 上 没有 任 
何 应 力 ， 故 可 以 用 图 8-5b 所 示 的 平面 图 来 表示 。 











图 8-5 


本 节 研 究 在 c. о, 与 75, 均 已 知 的 情况 下 ， 如 何 用 解析 法 来 确定 二 向 应 力 状 
态 下 的 单元 体 任 一 斜 截面 上 的 应 力 ， 以 及 主 平面 、 主 应 力 和 切 应 力 极 值 。 

这 里 ， 应 力 的 正 负 号 规定 同 前 ， 即 正 应 力 o 拉 为 正 、 压 为 负 ; 切 应 力 + 对 单 
元 体内 任 一 点 取 矩 ， 顺 时 针 转 向 为 正 、 反 之 为 负 。 


一 、 任 意 斜 截面 上 的 应 力 


考虑 与 ху 平面 垂直 的 任 一 斜 截面 cj 〈 见 图 8-5b) ， 设 其 外 法 线 ” 与 zx 轴 的 
З уа, ЭЙЕ: 以 х А. IER n WAH, о 角 的 转向 为 道 时 针 时 为 
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正 ， 反 之 为 负 。 利 用 截面 法 ， 以 截面 ef 把 单元 体 分 成 两 部 分 ， 研究 其 中 eaf 部 
分 的 平衡 ( 见 图 8-5с), о, 和 < 分 别 表 示 和 斜 截面 ef 上 的 正 应 力 和 切 应 力 。 若 ef 
面 的 面积 为 аА, №] ea W, af 面 的 面积 分 别 为 dAcosa、dAsina СА 4 8-54). 
将 各 个 面 上 的 应 力 合成 后 分 别 向 ef 面 的 外 法 线 n 和 切线 + 上 投影 ， 得 平衡 方程 
adA 十 (rdAcosa)sina 一 (acdAcosa)cosa 十 (rwvdAsina)cosa 一 (avdAsina)sina = 0 
tdA—(r,,dAcosa)cosa— (с, dAcosa)sina + (о, dAsina)cosa+ (rt,, dAsina)sing = 0 
注意 到 т, т, EAEE, h ERFA E а 斜 截 面 上 的 应 力 计算 公式 


а обаа 





б, = 2 了 2 “соз2а--т,,віп2а (8-3) 
т, = 2 Езіпда--т,,сов2а (8-4) 
由 式 (8-3) 可 以 得 到 
с. F ost = о, -о, 


即 有 结论 : 单元 体 上 任意 两 个 互相 垂直 截面 上 的 正 应 力 的 代数 和 为 常 值 。 
由 式 (8-4) 可 以 得 到 
Т, T 77,490" 
即 有 结论 : 单元 体 上 任意 两 个 互相 垂直 截面 上 的 切 应 力 大 小 相等 、 转 向 相反 。 
这 正 是 在 第 二 章 和 第 四 章 中 都 曾 介绍 过 的 切 应 力 互 等 定理 。 


二 、 主 平面 与 主 应 力 


由 式 (8-3) 知 ， 单 元 体 斜 截 面 上 的 正 应 力 c。 为 该 斜 截面 方位 角 w 的 函数 ， 
首先 来 确定 о, 的 极 值 及 其 所 在 的 平面 。 
根据 求 函数 极 值 的 数学 方法 ， 令 











= 245% віп2а--т,, соза | = 0 
可 得 ， 正 应 力 о, 的 极 值 所 在 平面 的 方位 角 ao 应 满足 下 列 公式 
tan2ao = = (8-5а) 
由 于 正切 函数 的 周期 为 rx， 故 由 上 式 可 以 得 到 两 个 互相 垂直 的 平面 
1 е-е ты 
ву = arctan (2) 
(8-5) 
а = а ЕУ 
一 个 为 正 应 力 о, КА КИВ о ТЕ ВОЗЕ Т, AAK EEI о, 的 极 小 值 cmn 所 


在 的 平面 。 
将 ao。 和 a 代入 式 (8-3)， 即 得 正 应 为 о, 的 极 大 值 和 极 小 值 为 
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2 
AG 28 теі (= z>) +e, (8-6) 
Omin 2 


这 里 还 有 一 个 问题 ， 即 到 底 是 ao X oms Ж ATM On? 显然 ， 只 要 将 
ао TAHRA (8-3) 即 可 确定 。 另 外 ， 还 可 采用 下 列 方法 来 判断 :如 约定 
в, 宇 o,， 则 由 式 (8-5b) 确定 的 a 与 a 中 ,绝对 值 较 小 的 一 个 对 应 的 就 是 Gmax 
所 在 的 平面 。 

现在 ， 再 来 确定 主 平面 和 主 应 力 。 根 据 主 平面 的 定义 ， 令 式 (8-4) 等 于 
零 ， 发 现 主 平面 方位 角 应 满足 的 公式 与 式 (8-5a) 完全 相同 。 这 表明 ， 主 平面 就 
是 正 应 力 极 值 所 在 平面 ; 主 应 力 就 是 正 应 力 极 值 。 

mo ia na е 对 于 二 向 应 力 状 态 单 元 体 ， 若 由 式 
(8-6) 求 出 的 Omax 22 0. Oma > 0， 则 其 三 个 主 应 力 分 别 为 o = см. б, = Gwin、 
оз = 0; Жо © 0, Omn < 0， 则 三 个 主 应 力 分 别 为 ol = 0, о; = б... оз = 
Omin; Ж Omas > 0, ye 则 三 个 主 应 力 分 别 为 ci = owx、oz = 0, оз = Omno 


三 、 切 应 力 极 值 及 其 所 在 平面 





同 理 ， 50, 可 得 切 应 力 т, 的 极 值 所 在 平面 的 方位 角 а, 应 满足 公 了 


бапда = (8-7) 


Әт. 


将 由 上 式 确 定 的 о, RAR (8-4)， 即 得 切 应 力 的 极 大 值 和 极 小 值 为 


Тах РИЯ Or Oy 2 2% 
ы. + == 1 +e, (8-8) 


比较 式 (8-Ба) 与 式 (8-7) 可 知 ， 2ао 2а ӯ, Вр а =, 亦 即 


切 应 力 极 值 所 在 平面 与 主 平面 成 45" 夹 角 。 
另 需 指出 ， 由 式 (8-8) 确定 的 切 应 力 极 大 值 xs 不 一 定 就 是 单元 体内 的 最 大 切 
应 力 。 单 元 体内 的 最 大 切 应 力 应 如 何 确定 ? 这 一 问题 将 在 随后 的 第 五 节 中 得 到 解答 。 
【 例 8-11 WRA 8-6 所 示 单 元 体 指定 斜 截面 上 的 
应 力 (图 中 应 力 单位 为 MPa). 
解 : 对 于 图 8-6 所 示 单 元 体 ， 有 o = 30 MPa, 
б, = 50 MPa, т, = 一 20 MPa， 指 定 斜 截面 的 方位 角 
а = 30"。 将 其 代入 式 (8-3) 与 式 (8-4)， 即 得 











б = a. + сты сов2а--т,, зіп2а 
一 ІЗ Слао м ына 一 (一 20)sin60” ] MPa 


-- 52.3 MPa 8-6 


"ақы." 
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быту 2 
.一 一 sin2a 十 т,усоѕ2а 





2 
— 18. 66 MPa 


= [a singo (—20)cos60"] MPa 


【 例 8-2] 单元 体 的 应 力 状态 如 图 8-7 所 示 ， 试 求 主 应 力 并 确定 主 平 面 的 位 置 。 





图 8-7 


解 : 对 于 图 8-7 所 示 单 元 体 ， 有 о, = 25 МРа, с, = 一 75 MPa, т, = 一 40 MPa。 将 其 
IRAR (8-6)， 得 面 内 正 应 力 极 值 


е ааа [EF] а 


Omin 








= еш > С! +o} MPa 
39 MPa 
Ф. м МРа 

所 以 ， 三 个 主 应 力 分 别 为 
o = 39 MPa, о = 0, o = -89 MPa 

再 由 式 (8-5b)， 得 主 平面 的 方位 角 

а = z arctan 202 ) = sii EERU 1786 = 19.3° 
2 в„= йб, 2 25 MPa 一 (一 75 МРа) 


al = ao а: = 109. 3° 


其 与 бу, O3 的 对 应 关系 见 图 8-7. 





【 例 8-31 讨论 圆 轴 扭 转 时 的 应 力 状 态 ， 并 分 析 铸铁 试 样 受 扭 时 的 破坏 现象 。 

解 : 圆 轴 扭转 时 ， 横 截面 上 只 存在 切 应 力 。 在 横 截 面 边缘 各 点 处 ， 扭 转 切 应 力 最 大 。 

在 扭转 圆 轴 的 表层 ， 按 图 8- 8a 所 示 方 式 截取 单元 体 ABCD， 单 元 体 各 面 上 的 应 力 如 图 8- 
8b 所 示 ， 其 中 r 为 最 大 扭转 切 应 力 。 

此 时 , о, = 0, 0, = 0，r = r。 将 其 代入 式 (8-6), 得 正 应 力 极 值 
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2 


ж тте. Ea Ea = Ет 


Omin 


根据 主 应 力 бі 2 о» 之 as 的 规定 ， 有 








бі =T; 0 = 0, оу = т 





再 由 式 (8-5) 可 知 ， 主 平面 为 45" 斜 截面 ， 如 图 8-8Ь 所 示 。 

由 此 可 知 ， 圆 轴 试 样 扭转 时 ， 其 表面 各 点 的 最 大 拉 应 力 o 所 在 的 主 平面 连 成 倾角 为 45” 
的 螺旋 面 〈 见 图 8-8a) 。 由 于 铸铁 的 抗 拉 强 度 较 低 ， 因 此 试 件 将 沿 着 这 一 螺旋 面 因 最 大 拉 应 力 
ol 而 发 生 断 裂 破 坏 ， 如 图 8-8с 所 示 。 











第 四 节 ”二 向 应 力 状 态 分 析 的 图 解法 
Жақ 08-3). 2 (8-4) 改写 成 


o tös а 
2 4 





с, “соз2а--т,, віп2а 


б, 





віп2а-Ғт,,сов2а 


将 以 上 两 式 的 等 号 两 边 分 别 平方 ， 然 后 相 加 并 化 简 可 得 


2 —= 2 
(в 6) Ет? (% 5 %| „еш, (8-9) 


Or — 
т = 
2 
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在 cx о, 和 +z, 为 已 知 的 条 件 下 ， 若 以 o 为 横 坐 标 轴 、 为 纵 坐 标 轴 ， 则 上 


ЛЕЛ (252) о ооо ее, з 


为 应 力 圆 。 该 圆周 上 任 一 点 的 横 坐 标 和 纵 坐 标 ， 分 别 代 表 了 相应 单元 体内 方位 
角 为 a 的 斜 截面 上 的 正 应 力 c。 和 切 应 力 r.。 

现 以 图 8-9a 所 示 的 二 向 应 力 状态 单元 体 为 例 ， 说 明 应 力 圆 的 作法 ( 见 图 8-9b) : 

(1) 建立 or 坐标 系 。 

(2) 按 一 定 比 例 尺 量 取 横 坐标 OA = oc,、 纵 坐标 AD = r。， 得 到 与 z 截面 
对 应 的 点 也 。 

G) 再 按 同一 比例 尺 量 取 横 坐标 OB = o,、 纵 坐标 Вр = т, = 一 tc,， 得 到 
与 у 截面 对 应 的 点 DD'。 

(4) 连接 рр’, жай ҒАС, 

(5) 以 点 С 为 圆心 、CD 为 半径 作 圆 即 得 。 


т 





图 8-9 


不 难 验 证 ， 按 上 述 方法 作出 的 贺 的 圆心 坐标 为 [于 2 ,0]， 半 径 为 
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(9:29) +. т, KARER, 


利用 应 力 圆 ， 可 以 方便 地 确定 出 单元 体内 а 斜 截 面 上 的 应 力 : ЖЕШ z 轴 转 
向 该 斜 截 面 外 法 线 的 方位 角 a ХЕРЕ АУ СА Е 8-9a) ， 则 将 半径 CD 也 按 逆 
时 针 转 向 转 过 2a 角 至 CE ( 见 图 8-9b)， 五 点 的 横 坐 标 即 代表 了 a 斜 截面 上 的 正 
应 力 o。、 纵 坐标 则 代表 了 切 应 力 t,。 证 明 如 下 : 

设 二 DCA = 2a。， 则 

бр = ОС-ЕСЕсов (2а, +2a) = ОС-ЕСРсоз (2a 42а) 
= ОС+Срсоѕ?2а, cos2a— CDsin2ao sin2a 


9-95 1 Ge 2 дай. че 
2 T 2 cossa Try sinsa 一 б, 








同 理 可 证 
Te = т, 
应 力 圆 上 的 点 与 单元 体内 的 面 的 对 应 关系 可 总 结 为 : 点 面 对 应 ， 基 准 一 致 ， 
转向 相同 ， 倍 角 关 系 。 
利用 应 力 圆 ， 同 样 可 以 方便 地 确定 出 主 应 力 与 主 平面 。 如 图 8-9b 所 示 ， 应 
力 圆 上 的 А, 和 В, 两 点 的 横 坐 标 分 别 为 极 大 值 和 极 小 值 ， 而 纵 坐 标 都 为 零 。 故 
这 两 点 的 横 坐 标 即 代表 了 主 应 力 ， 即 有 





а = ОС+СА, = ПОНОР С 




















PE E = 2 
в --ОС-СВ, = ОС—СБ = %-% (4%) г, 


与 式 (8-6) 完全 吻合 。 而 主 平面 的 方位 角 we ， 也 可 从 应 力 圆 中 得 出 。 若 在 应 力 
圆 上 ， 由 点 DD 到 点 A1 所 对 应 的 圆心 角 为 顺 时 针 的 2a。， 则 由 点 面 对 应 关系 ， 在 
单元 体 上 ， 由 x 轴 按 顺 时 针 转 向 量 取 和 角 a。， 即 得 о 所 在 主 平面 的 位 置 (ЛЬ 
图 8-9c)。 

从 图 8-9b 中 还 可 看 出 ， 应 力 圆 上 还 存在 另外 两 个 极 值 点 G M С., CMA 
纵 坐标 分 别 代 表 切 应 力 极 大 值 和 切 应 力 极 小 值 5,。 因 为 CG 是 应 力 圆 的 半 
径 ， 故 得 切 应 力 极 大 值 和 极 小 值 为 





这 与 式 (8-8) 完全 一 致 。 
由 应 力 圆 还 可 以 直观 得 到 下 列 两 个 结论 : 
(1) 主 平 面 与 切 应 力 极 值 所 在 平面 相交 45°; 


(2) 切 应 力 极 大 信和 极 小 值 所 在 平面 上 的 正 应 力 相等 ， 都 等 于 “小 


【 例 8-41 二 向 应 力 状态 单元 体 如 图 8-10a 所 示 ， 试 用 图 解法 求 其 主 应 力 ， 并 确定 主 平面 
的 方位 。 





a) b) > 
图 8-10 


ВЕ: 如 图 8-10b 所 示 ， 按 选 定 的 比例 尺 ， 以 mw = 80 MPa 为 横 坐 标 、rs = 一 60 MPa 为 
纵 坐 标 确定 刀 点 ， 再 以 = 一 40 MPa ЖЖЖ. с„ = 60 MPa 为 纵 坐标 确定 D' 点 ; 连接 
DD'， 交 6o 轴 于 C 点 ; 以 C 点 为 圆心 、CD 为 半径 作出 应 力 圆 。 

根据 应 力 圆 ， 按 所 选 比例 尺 量 得 

ву = ОА, = 105 MPa, о; = ОВ, = -65 MPa 

另 一 个 主 应 力 o = 0, 

在 应 力 圆 上 由 DD 到 A 为 首 时 针 转 向 ， 并 量 得 DCA, = 2а, = 45°, 所 以 ， 在 单元 体 上 
ЖАЗЫ ЕНЕ ЕҢ а, = 22.5"， 即 得 m 所 在 主 平面 ( 见 图 8-10a) 。 


[BI 8-5】 二 向 应 力 状 态 单元 体 如 图 8-11a 所 示 ， 试 用 图 解法 求 斜 截面 т-т 上 的 应 力 。 








а) 


b) 
图 8-11 


解 : 如 图 8-11b 所 示 ， 按 选 定 的 比例 尺 ， 以 o = 一 100 MPa уі А. ty = 一 60 MPa 
为 纵 坐 标 确定 DD 点 ,再 以 co, = 50 MPa WRI, ty = 60 MPa 为 纵 坐 标 确定 D' 点 ; 连接 
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рр, 交 o 轴 于 C 点; 以 C 点 为 圆心 、CD 为 半径 作出 应 力 圆 。 

截面 m 一 m 的 方位 角 а = 一 30"， 故 将 半径 CD 顺 时 针 旋 转 60" 至 CK 处 ， 所 得 应 力 圆 上 
的 KK 点 即 为 单元 体内 截面 т-т 的 对 应 点 。 

根据 应 力 圆 ， 按 所 选 比 例 尺 ， 量 得 截面 m 一 m 上 的 正 应 力 、 切 应 力 分 别 为 


сз = OE = —115 MPa, t- = ЕК = 35 MPa 


【 例 8-61 在 过 A 点 的 两 个 截面 上 ， 应 力 如 图 8-12a 所 示 ， 试 用 图 解法 确定 该 点 的 主 应 力 
MEFE. 





解 : г. у 坐标 轴 如 图 8-12a Ж. Яс, = 20 MPa, ty = —г„ = 60 MPa。 在 斜 截面 
Е, Яо, = 一 20 MPa, т, = 0， 故 该 斜 截面 为 主 平面 之 一 ，c 为 主 应 力 之 一 。 

在 or 坐标 平面 上 ,按照 选 定 的 比例 尺 ， о, = 20 МРа, т, = 一 60 MPa 确定 D' 点。 再 
ЊН о, = 一 20 MPa, т, = 0 确定 Bi 点。 由 于 DD 点 和 Bi 点 都 在 应 力 圆 的 圆周 上 ， 故 作 DB, 
的 垂直 平分 线 CK， 交 横 轴 于 C 点 。 以 C 点 为 圆心 、CD' 为 半径 作 圆 ， 即 得 应 力 圆 ， 如 
图 8-12b 所 示 。 

Жк ГС. 与 圆 相交 于 D, W D 点 的 横 坐 标 即 为 zx 面 上 的 正 应 力 。 按 选 定 比 例 尺 量 得 
в, =70 MPa。 这 样 ，A 点 单元 体 上 三 个 独立 的 应 力 分 量 cr о). т, 就 全 部 已 知 ( 见 图 8-12c) 。 

应 力 圆 上 的 A 点 和 В, 点 的 横 坐 标 即 为 主 应 力 ， 按 选 定 比例 尺 量 得 主 应 力 

ol = 110 МРа, о = 0, о; = — 20 MPa 

在 图 8-12b Е, 8 РСА, = 20, = — 67°, Ё ao = — 33. 5°, В Ж ЕЁ) x 轴 顺 

时 针 转 过 33. 5°, фо, 的 作用 面 ， 如 图 8-12c 所 示 。 








第 五 节 三 和 癌 应 力 状 态 简介 


三 向 应 力 状 态 的 主 应 力 单元 体 如 图 8-13a 所 示 ， 先 求 与 o 平行 的 任意 斜 截 
面 上 的 应 力 。 因 截面 与 o; FIT, o 不 会 在 该 截面 上 引起 任何 应 力 ， 故 该 截面 上 
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的 应 力 只 取决 于 m Mo OLE 8-13b)。 于 是 ， 可 像 处 理 二 向 应 力 状 态 那样 ， 用 
о 和 所 决定 的 应 力 圆 来 确定 该 斜 截面 上 的 应 力 。 





a) b) 
图 8-13 

同 理 ， 与 o 平行 的 斜 截 面 上 的 应 力 ， 则 与 oi 无 关 ， 只 取决 于 m Жо, В 
о) 和 所 决定 的 应 力 圆 确定 ; Чо 平行 的 斜 截面 上 的 应 力 ， 则 与 c 无 关 ， 只 取 
决 于 o 和 wm， 可 由 ЖП о, 所 决定 的 应 力 圆 确定 。 

这 样 ， 就 得 到 三 个 两 两 相 切 的 应 力 圆 ， 称 
为 三 向 应 力 圆 ， 如 图 8-14 所 示 。 可 以 进一步 证 
明 ， 与 ac 、o оз 三 个 主 应 力 方向 均 不 平行 的 
任意 截面 所 对 应 的 点 ， 均 在 三 个 应 力 圆 所 包围 
的 阴影 区 域内 ( 见 图 8-14)。 

从 三 向 应 力 圆 可 以 得 出 如 下 两 个 重要 结论 : 

(1) 单元 体内 的 最 大 和 最 小 正 应 力 分 别 为 
最 大 和 最 小 主 应 力 ， 即 f 


Omax 一 6) 





(8-10) 


Omin 一 Оз 
(2) 单元 体内 的 最 大 切 应 力 为 图 8-14 


=>" (8-11) 


其 作用 面 与 o 平行 , 与 mc о; 成 45" 夹 角 。 

【 例 8-7] 已 知 某 点 的 应 力 状态 如 图 8-15 所 示 ， 图 中 应 力 的 单位 为 MPa。 试 求 : (1) E 
应 力 ; (2) 最 大 切 应 力 。 

м: (1) 求 主 应 力 

图 示 为 三 向 应 力 状态 单元 体 ， 已 知 cx = 120 MPa, о, = 40 МРа, о. = 一 30 MPa, т,, = 
.一 30 MPa。z 面 是 主 平面 ， 其 上 正 应 力 o 为 主 应 力 之 一 。 另 外 两 个 主 应力 则 可 通过 оу. 
т„, Шҗ (8-6) RH, EI 
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i за, С 
ПЕ [peie (2E) с зое] МРа 
_ (130 MPa 
= | 30 МРа 

故 三 个 主 应 力 分 别 为 

бі = 130 MPa, б; = 30 MPa, о; = —30 MPa 

(2) 求 最 大 切 应 力 

借助 上 述 结果 ， 最 大 切 应 力 根据 式 (8-11) 即 得 图 8-15 





91—03 _ 130—(—30) 
2 


2 MPa = 80 MPa 


Tmax 





第 六 节 ”广义 胡 殉 定律 


第 二 章 曾 介绍 过 ， 在 单 向 拉 伸 或 压缩 ， 即 单 向 应 力 状态 下 ， 当 o < m Ў, 
有 胡 克 定律 


E 一 Ж (а) 
成 立 。 同 时 ， 因 轴 向 线 应 变 е 而 引起 的 横向 线 应 变 s“ 可 表示 为 
є = 一 ve = =v (b) 
对 于 如 图 8-16 所 示 的 一 般 三 向 应 力 状 00 
态 ， 当 变形 很 小 且 在 线 弹 性 范围 内 时 ， 沿 т 


正 应 力 方向 的 线 应 变 只 与 正 应 力 有 关 ， 而 
与 切 应 力 无 关 。 这 样 ， 我 们 可 利用 上 述 两 
式 分 别 求 出 各 正 应 力 分 量 在 各 个 方向 上 所 
引起 的 线 应 变 ， 然 后 再 进行 到 加 。 

例如 ， 当 cx 单独 作用 时 ， 在 工 方向 引 


起 的 线 应 变 为 过 ， 当 c, о. 分 别 单独 作用 
时 , 在 z 方 向 引起 的 线 应 变 则 分 别 为 
у. op 而 三 个 切 应 力 分 量 皆 与 z < 
方向 的 线 应 变 无 关 。 友 加 以 上 结果 ， 得 到 图 8-16 
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а. T 5 БГа,-у(а,“о,21 

E, REW y Me 方向 的 线 应 变 s, Me. RAA 
=, = Га, -у(ау +020] 








є, = (0,569. +0,)] (8-12) 


є. = +. —,(0, +0,)] 


另 一 方面 ， 当 切 应 力 不 超过 材料 的 剪 切 比例 极限 时 ， 同 一 平面 内 的 切 应 力 
与 切 应 变 依然 服从 纯 剪 切 条 件 下 的 剪 切 胡 克 定律 〈 见 第 四 章 第 三 节 ) ， 即 有 








Yzy к=з С т 

у. = z (8-13) 
Ты: 

Ya = G 


IÈ (8-12) 和 式 (8-13) 统称 为 广义 胡 克 定律 。 
可 以 证 明 ， 对 于 各 向 同性 材料 ,广义 胡 克 定律 中 的 三 个 弹性 常数 有 如 下 


关系 : 
= 
G = gp 9-0 
当 单 元 体 的 六 个 侧面 皆 为 主 平面 时 , 式 (8-12) 则 可 改写 为 
є = 100.009: +0)] 
Ез = 去 [os 一 wos 十 a 21 (8-15) 


Өз == 去 [os — (о +o, Jil 


广义 胡 克 定律 建立 了 复杂 应 力 状 态 下 应 力 与 应 
变 之 间 的 关系 ， 在 工程 中 有 着 广泛 的 应 用 。 

【 例 8-8] 如 图 8-17 所 示 ， 钢 块 上 开 有 宽度 和 深度 均 为 
10 mm Й, РН ЛК 0710 mm 的 立方 体 铝 块 ， 受 下 = 
6 kN 的 压力 作用 。 已 知 铝 材 的 弹性 模 量 E = 70 GPa、 泊 松 
E v = 0.33。 若 不 计 钢 块 变形 ， 试 求 铝 块 的 三 个 主 应 力 和 相 
应 的 主 应 变 。 

м. (1) 计算 主 应 力 

选 坐标 系 如 图 8-17 所 示 ， 显 然 有 图 8-17 
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с. == 10 


-一 6х10°М 
10Х10Х107% ms 


由 于 钢 块 变形 不 计 ， 所 以 铝 块 沿 x 方向 的 线 应 变 应 等 于 零 。 由 式 (8-12) 


Ne 
ың А 


= —60Х 10° Ра = 一 60 MPa 


є, = 05. 一 vay +20] - axir p [ee 33X (—60х10* Pa)] = 0 
解 得 
с, = —19.8X 10° Ра = 一 19.8 MPa 
因为 铝 块 在 三 个 坐标 平面 上 都 不 存在 切 应 力 ， 故 c о, Жо. 就 是 主 应 力 ， 即 得 
бі 一 6. 0, о or 一 一 19.8 MPa, оз = о, = -60 MPa 








(2) 计算 主 应 变 
由 式 〈8-15) ， 得 主 应 变 


& = 1-0 = (0 оз) ] 





= 51 5:100. 33X (—19.8—60)]X 10° Ра = 376х107" 


е = 0 


1 . 
єз = Fe 一 vol 十 oo )] 
ЕТЕНЕ ЖШ қын = т? ТЕТЕ y 
70510% PaL 60—0. 33X (0—19. 8)]X10° Ра 764X10 
соөФбооФооФфоофФооФооФсоФфооФооФооФосФооФооФооФссФосФсофФфооФфософФооФфосФфоофосзФосФосФ озердьраеоов05е99959%0260Уө0с%05605% 
由 本 例 可 见 ， 在 复杂 应 力 状态 下 ， 有 正 应 力 的 方向 上 不 一 定 有 线 应 ， 
Ж; 有 线 应 变 的 方向 上 也 不 一 定 有 下 应 力 。 $ 


о 
жосессФсоФоосФооФосФооФосФооФоосФосФосФсоФооФосФооФсоФооФосФооФооФсооФфосФфооФфоосФосФссФооФфооФосФосФосФосФооФосФсоФсооФ® 


ооөФооФооФооФооФ 





【 例 8-01 如 图 8-18 х, 直径 4 = 50 mm 的 圆 轴 的 两 端 受 扭 转 外 力 偶 矩 M. 的 作用 。 
已 知 材料 的 弹性 模 量 E = 210 GPa、 泊 松 比 v = 0.28。 若 测 得 圆 轴 表 面 K 点 沿 与 母线 成 45” 
方向 的 线 应 变 e-i = 300X10“， 试 确定 该 扭转 外 力 偶 矩 Me 。 





а) b) 
图 8-18 


解 : (1) К 点 应 力 状态 分 析 


К 点 应 力 状态 如 图 8-18b 所 示 ， 为 纯 剪 切 应 力 状态 。 与 母线 成 45 方向 为 主 方向 ， 其 主 
应 力 
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болт. о = 0 Оз = —т 
(2) 建立 应 力 应 变 关 系 
由 式 (8-15) 
куте) = Га, 一 woz 十 04)] = 二 (tte) = Ы 
得 
_ E 
5 1 
(3) "ЯНУКА М, 
根据 最 大 扭转 切 应 力 公 式 т = Т/М,. ШИНЯНИЯОИЕЯ 
22082 _ nd’ Ees 
M= л к=н = AIFA 
_ xn(50X10 *m)’ Х210Х10%РахХ(300Х1079 _ 


16x (1+0. 28) NS 





ЖЕ. А 


简单 应 力 状态 下 的 强度 条 件 是 通过 试验 来 建立 的 。 如 杆 件 受 轴 向 拉 伸 时 ， 
其 强度 条 件 为 


AF, ЖЕЛ о, 由 轴 向 拉 伸 试验 测 得 。 但 在 工程 实际 中 ， 很 多 构件 的 危险 点 
处 于 复杂 应 力 状态 。 此 时 ， 由 于 应 力 组 合 方式 有 多 种 可 能 性 ， 如 果 仍 用 类 似 的 
试验 方法 来 建立 强度 条 件 ， 显 然 就 不 可 行 了 。 因 此 ， 需 要 研究 材料 在 复杂 应 力 
状态 下 的 破坏 或 失效 规律 。 | 

尽管 材料 破坏 的 现象 比较 复杂 ， 但 在 静 载荷 下 因 强 度 不 足 而 引起 失效 的 方 
式 主要 有 塑性 屈服 和 脆性 断裂 两 种 类 型 。 例 如 ， 低 碳 钢 试 件 承 受 拉 伸 、 扭 转 时 ， 
其 失效 是 以 塑性 屈服 为 标志 的 ;铸铁 试 件 承 受 拉 伸 、 捏 转 时 ， 其 破坏 则 是 以 脆 
性 断裂 为 标志 的 。 同 一 类 失效 方式 应 当 是 由 某 种 相同 的 破坏 因素 引起 的 。 长 期 
以 来 ， 人 们 综合 了 材料 破坏 的 各 种 现象 ,经 过 分 析 研 究 ， 针 对 导致 材料 破坏 或 
失效 的 主要 因素 ， 提 出 了 各 种 不 同 的 假说 。 这 些 经 过 实践 检验 、 证 明 ， 在 一 定 
范围 内 成 立 的 关于 材料 破坏 或 失效 因素 的 假说 ， 统 称 为 强度 理论 。 有 了 强度 理 
论 ， 便 可 利用 简单 应 力 状 态 的 试验 结果 ， 来 建立 复杂 应 力 状态 下 的 强度 条 件 。 

下 面 介绍 几 种 常用 的 强度 理论 : 


一 、 最 大 拉 应 力 理论 (第 一 强度 理论 ) 
这 一 理论 认为 ， 引 起 材料 脆性 断裂 的 主要 因素 是 最 大 拉 应 力 。 即 无 论 材料 
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处 于 何 种 应 力 状态 ， 只 要 构件 内 的 最 大 拉 应 力 о, (о, > 0) 达到 材料 单 向 拉 伸 
时 的 极限 拉 应 力 оь 时 ， 就 会 发 生 脆 性 断裂 。 由 这 一 理论 建立 的 破坏 条 件 是 
бі = бы 
为 使 构件 不 发 生 破 坏 ， 相 应 的 强度 条 件 则 为 
o © [Lo (8-16) 


жен, [о] = 全 为 材料 的 许 用 拉 应 力 ; 为 安全 因数 。 
最 大 拉 应 力 理论 很 好 地 解释 了 铸铁 等 脆性 材料 在 拉 伸 或 扭转 时 的 破坏 现象 ， 


但 它 没 有 考虑 其 他 两 个 主 应 力 mw оз 对 材料 强度 的 影响 ， 且 不 能 用 于 单 向 压缩 
FRAMMI (о, <0) 的 场合 。 


二 、 最 大 伸 长 线 应 变 理论 〈 第 二 强度 理论 ) 


这 一 理论 认为 ， 引 起 材料 脆性 断裂 的 主要 因素 是 最 大 伸 长 线 应 变 s (е, 2> 0). 
即 无 论 材料 处 于 何 种 应 力 状 态 ， 只 要 构件 内 的 最 大 伸 长 线 应 变 s 达到 材料 单 向 
拉 伸 时 的 极限 伸 长 线 应 变 e, 时 ， 就 会 发 生 脆性 断裂 。 由 这 一 理论 建立 的 破坏 条 
件 是 

本 =P 


假设 一 直到 s ， 材 料 都 服从 胡 克 定律 ， 即 有 
el = Га — (0 оз) ] 


сь 
Е 
则 上 述 破坏 条 件 可 改写 为 
< oi — vlo: 十 as ) = оь 
相应 的 强度 条 件 为 
0 (0 to) << |б, | (8-17) 


RH, [а] = 全 为 材料 的 许 用 拉 应 力 ; п 为 安全 因数 。 


最 大 伸 长 线 应 变 理论 能 够 很 好 地 解释 石料 、 混 凝 土 等 脆性 材料 轴 向 压缩 时 
old аран; 但 在 二 向 拉 伸 或 三 аны 并 不 符合 实际 
结果 。 
一 般 说 来 ， 最 大 拉 应 力 理论 主要 适用 于 脆性 材料 且 以 拉 应 力 为 主 的 场合 ; 
最 大 伸 长 线 应 变 理论 则 主要 适用 于 脆性 材料 且 以 压 应 力 为 主 的 场合 。 


三 、 最 大 切 应 力 理论 (第 三 强度 理论 ) 
这 一 理论 认为 ， 引 起 材料 塑性 届 服 的 主要 因素 是 最 大 切 应 力 。 即 无 论 材料 
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处 于 何 种 应 力 状态 ， 只 要 构件 内 的 最 大 切 应 力 rwx 达 到 材料 单 向 拉 伸 塑性 屈服 时 
的 极限 切 应 力 т, 时 ， 就 会 发 生 塑 性 届 服 。 由 这 一 理论 建立 的 失效 条 件 是 


Tmax 


因为 复杂 应 力 状态 下 ， 最 大 切 应 力 


= т, 


单 向 拉 伸 塑性 届 服 时 的 极限 切 应 力 


故 上 述 失效 条 件 可 改写 为 


相应 的 强度 条 件 为 ‚ 
“йв < (| (8-18) 


Ж, [oj] 二 қый қық, п 为 安全 因数 。 

最 大 切 应 力 理论 较 好 地 解释 了 塑性 材料 的 塑性 届 服 现象 ， 但 这 一 理论 没有 
考虑 中 间 主 应 力 o 的 影响 ， 计 算 结 果 一 般 偏 于 安全 。 

四 、 畸 变 能 密度 理论 (第 四 强度 理论 ) 


这 一 理论 从 能 量 观 点 解释 了 材料 塑性 屈服 的 原因 。 

弹性 体 因 受 力 变 形 而 储 存 的 能 量 称 为 应 变 能 ， 单 位 体积 内 储存 的 应 变 能 则 
称 为 应 变 能 密度 。 研 究 表明 ， 应 变 能 由 体积 改变 应 变 能 与 形状 改变 应 变 能 СІН 
称 畸 变 能 ) 两 部 分 构成 。 这 一 理论 认为 ， 引 起 材料 塑性 屈服 的 主要 因素 是 畸变 
能 密度 。 即 无 论 材 料 处 于 何 种 应 力 状 态 ， 只 要 构件 内 的 最 大 畸变 能 密度 达到 材 
料 单 向 拉 伸 塑性 届 服 时 的 极限 畸变 能 密度 时 ， 就 会 发 生 塑性 届 服 。 根 据 这 一 理 
论 ， 最 终 建 立 的 强度 条 件 为 


[Hoi —в)# + (о, —о)#+ (о -ау1< [е] (8-19) 


AF, [o]= 全 为 塑性 材料 的 许 用 应 力 ; n 为 安全 因数 。 


试验 表明 ， 在 二 向 应 力 状 态 下 ,畸变 能 密度 理论 一 般 要 比 最 大 切 应 力 理论 
更 接近 于 试验 结果 。 


五 、 强 度 理论 的 统一 形式 


上 述 四 个 强度 理论 所 建立 的 强度 条 件 ， 可 以 写成 下 面 的 统一 形式 : 
в, < [в] (8-20) 
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AP, о, 称 为 相当 应 力 ， 它 是 三 个 主 应 力 的 函数 。 不 同 的 强度 理论 ，e 具有 不 
同 的 形式 ， 分 别 为 
бл б| 


бо “= дү — vylo +оз) 


РЕНО (8-21) 





б. 一 ‚же =o) + (03—03) + (оз —01)° ] 


[B 8-10】 ИЕ Е 7 КЗ рК р. BARBA D， 厚 度 为 +。 试 分 别 按 第 三 
和 第 四 强度 理论 写 出 相当 应 力 。 
解 : 由 本 章 第 二 节 知 ， 薄 壁 圆 简 内 的 任 一 点 均 处 于 二 向 应 力 状态 ， 其 主 应 力 


- 20 = 2D = 
бу = сос» оз дЕ” Oz 0 
将 它们 分 别 代 入 第 三 和 第 四 强度 理论 的 相当 应 力 表 达 式 ， 即 得 
бз = 0-03 = 0р 





са = А/ Га с)? (0—03)? (оз —о0)? ] 





L 8-11】 试 分 别 根据 第 三 与 第 四 强度 理论 ， 建 立 塑 性 材料 的 许 用 切 应 力 [т] 与 许 用 正 
应 力 [oj] 之 间 的 关系 。 
解 : 考虑 图 8-18b 所 示 纯 剪 切 应 力 状 态 ， 其 三 个 主 应 力 分 别 为 
£ оу =t, о; = 0, о; = т 
对 于 塑性 材料 ， 若 采用 第 三 强度 理论 ， 则 强度 条 件 为 
од = то = т (2) = 27 © [с] 
Вр т< 0. 5[0] 
另 一 方面 ， 根 据 纯 剪 切 强度 条 件 














т< [5] 
两 者 比较 ， 可 得 
[rj] = 0.5101 
车 采用 第 四 强度 理论 ， 则 强度 条 件 为 


аа = JZ o —в#+ а-а (а-а) 
= ,/-у1‹с—0#+(0+90*#+Е(—2*] 


= //3т < [е] 
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即 т = 0.577(6| 
同 理 ， 将 上 式 与 纯 前 切 强 度 条 件 比 较 ， 可 得 
[т]= 0.577(0| 
因此 ,通常 取 塑 性 材料 的 许 用 切 应 力 
[т]= (0.5--0. 6061 





【 例 8-12] 工 字 形 截面 钢 梁 如 图 8-19a 所 示 , 已 知 载荷 = 210 kN,， 钢 梁 截面 的 高 度 
h = 250 mm、 宽 度 = 113 mm， 腹 板 厚度 + = 10 mm， 翼 缘 厚 度 $ = 13 mm， 形 心 主 惯性 矩 
І. = 5.25X10 ° т‘, 材料 的 许 用 应 力 [0] = 160 MPa, [=] = 90 MPa。 试 按 第 三 强度 理论 校 
核 梁 的 强度 。 





b 
2 с] 
РЕТІ! 5 
к 
г 











图 8-19 


解 : 作出 梁 的 前 力图 、 弯 和 矩 图 如 图 8-19b、c 所 示 ， 可 见 С 截面 右 侧 为 危险 截面 ， 其 最 大 
МЕХ ЖАПА 
| Fs |max = 140 ЕМ, |M] ma = 56 kN • т 
(1) 校 核 弯曲 正 应 力 强度 


--ІМінх h _ 56X10 Nem 0.25m_ 5 
б = Т, П E TX S 133X 10° Pa = 133 MPa < [с] 


弯曲 正 应 力 强度 符合 要 求 。 
(2) 校 核 弯曲 切 应 力 强度 


= El АЕ ы 


тезі 81. — bh: — (6—0) (а— 28)’ ] 


Т, 
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- 140X10° NX[0. 113 mX (0. 25 m)? — (0. 113—0. 01) mX (0. 25—2X0; 013)? т] 
8Х5.25Х107% т X0. 01 m 
= 6. 31X10” Pa = 63.1 MPa < [r] 
弯曲 切 应 力 强 度 符合 要 求 。 
(3) 校 核 腹 板 与 愤 缘 交界 处 点 的 强度 
危险 截面 上 腹 板 与 愤 缘 交界 处 的 a (ILE 8-19a) 处 于 二 向 











二 向 应 力 状态 ， 其 对 应 单元 体 如 
图 8-19d 所 示 ， 其 中 
е Mle (£a) = a rar E 013) m = 119. 5 MPa 
5. іш “(3 2 =з 
= Мами мэ Пи iig А4 а = 46.4 МРа 


НТК, ЖШ а 点 的 主 应 力 为 


a =t (F) +, а=, в = ®-—,/(®) +4 
根据 第 三 强度 理论 
баз а,-а = 3/02 45 = V(119.5 MPa) +4X (46. 4 MPa)? = 151 MPa < [а] 
所 以 ， 该 梁 的 强度 符合 要 求 。 

注意 到 ， 梁 在 а 点 处 的 相当 应 力 要 明显 大 于 其 最 大 弯曲 正 应 力 。 这 意味 着 ,对 于 此 类 梁 ， 
仅 按 最 大 弯曲 正 应 力作 强度 计算 是 不 够 的 ， 因 为 最 大 弯曲 正 应 力 发 生 在 梁 的 上 下 边缘 处 ， 为 
单 向 应 力 状 态 ， 而 a 点 则 处 于 二 向 应 力 状态 。 但 同时 需要 指出 ， 在 工程 实际 中 ， 工 字形 截面 
梁 大 都 是 用 工 字 钢 制作 的 ， 这 种 情况 一 般 不 会 出 现 ， 可 以 按 第 六 章 所 介绍 的 处 理 方式 ， 直 接 
根据 最 大 弯曲 正 应 力 和 最 大 弯曲 切 应 力 进行 强度 计算 。 





【 例 8-13】 一 钢 制 构件 ， 其 危险 点 的 应 力 状态 如 
图 8-20 所 示 。 已 知 材 料 的 许 用 应 力 [oj] = 120 MPa, 
试 校 核 此 构件 的 强度 。 

解 : 由 于 构件 为 钢 制 (塑性 材料 )， 且 危险 点 处 于 二 
向 应 力 状态 ， 故 应 采用 第 三 或 第 四 强度 理论 进行 强度 计算 。 

(1) 计算 主 应 力 

由 解析 法 , Жо, = 一 40 МРа, о, = 一 20 MPa、 
rw = 一 40 MPa 代入 式 (8-6), 44 


М CE 图 8-20 
гі 2 ( 2 ) ту 
一 40 一 (一 7 
= [4020] MPa (анық ақын 十 (一 40 MPa)? 
_ 11.2 МРа 
g кию 


40 МРа 
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соФосФсоФ 
о 


故 得 三 个 主 应 力 分 别 为 
o 一 11.2 MPa, o = 0, о; = —71.2МРа 
(2) 强度 计算 
按照 第 三 强度 理论 ， 有 
oa = 01-6; = 11.2 МРа— ( — 71.2) MPa = 82. 4 MPa < [с] 
按照 第 四 强度 理论 ， 则 有 


ав ==, “Га 一 oy)’ 十 (gs 一 as) 十 (os 一 0):] . 


= Han 2 МРа— 0) +[0— (— 71. 2 МРа) ]є ++ (— 71.2 МРа- 11.2 MPa)’} 


= 77.4 MPa < [е] 
所 以 ， 此 构件 的 强度 符合 要 求 。 


т 
2жФ22ж22жС2ж2-ж22%22%22ө2с%25%22%22625622%22%22Ф22ж22ж22%22%22%22%22%22ж22%25622%22%22ө22-2ж-5-2өссөс- өсе 


由 此 例 可 以 看 出 ， 第 三 强度 理论 较 第 四 强度 理论 更 偏向 于 安全 一 面 。 


о 
о 
22922Ф200Ф02Ф22Ф22%20%20Ф2292029202%Ф22Сс0жс2Ф22Ф22Ф20Ф250%2222Фс2%229Сс2%2сФ2002%20Ф2СФо2Фс2Ф20Ф22Фс2Ф20Ф22ж22%ссФ 


复习 思考 题 


8-1 何谓 点 的 应 力 状态 ? 

82 ”什么 是 主 平面 和 主 应 力 ? 如 何 确定 主 应 力 的 大 小 和 方位 ? 

8-3 ”什么 是 二 向 应 力 状 态 ? 试 列举 二 向 应 力 状态 的 实例 。 

8-4 思考 题 8-4 图 所 示 单 元 体 〈 图 中 应 力 单 位 为 MPa) 各 属于 什么 应 力 状态 ? 





a) b) с) 
思考 题 8-4 图 


85 最 大 切 应 力 所 在 平面 上 有 无 正 应 力 ? 应 如 何 计算 单元 体 的 最 大 切 应 力 ? 
8-6 应 力 圆 与 单元 体 的 对 应 关系 是 什么 ? 

87 ”什么 是 广义 胡 克 定律 ?该 定律 是 如 何 建立 的 ? 其 适用 条 件 是 什么 ? 

8-8 若 受 力 构件 内 某 点 沿 某 一 方向 有 线 应 变 ， 则 该 点 沿 此 方向 一 定 有 正 应 力 吗 ? 
89 ”在 静 载 与 常温 条 件 下 ， 材 料 的 破坏 或 失效 主要 有 了 哪 几 种 形式 ? 

8-10 什么 是 强度 理论 ? 强度 理论 可 分 为 几 类 ? 

8-11 石料、 混凝土 等 脆性 材料 在 轴 向 压缩 时 ,会 沿 纵 截面 开裂 ， 为 什么 ? 
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812 脆性 材料 圆 轴 扭转 时 总 是 沿 与 轴线 成 45 "的 螺旋 面 断裂 ， 而 塑性 材料 圆 轴 扭转 时 则 
沿 横 截 面 断裂 ， 为 什么 ? 

8-13 水 管 在 冬天 因 结 冰 而 胀 裂 ， 而 管内 的 冰 却 没有 破坏 ， 试 解释 其 原因 。 

8-14 用 塑性 很 好 的 低 碳 钢 制作 的 螺栓 ， 当 拧 得 过 紧 时 ， 往 往 会 沿 螺纹 根部 发 生 脆性 崩 


断 ， 试 分 析 其 破坏 原因 。 
8-15 卧 置 的 锅炉 汽 包 若 发 生 爆裂 事故 ， 其 裂 颖 一 | Ж -- 
应 为 下 图 中 的 哪 一 种 ? 
с) 4) 


8-16 将 沸水 倒 人 厚 玻 璃 杯 中 ， 如 果 玻 璃 杯 发 生 а) b) 
破裂 ， 试 问 是 从 壁 厚 的 内 部 开始 ， 还 是 从 壁 厚 的 外 部 思考 题 8-15 图 
开始 ?为 什么 ? 
习 题 


81 构件 受 力 如 习题 8-1 图 所 示 。(1) 确定 危险 截面 及 其 上 危险 点 的 位 置 ; (2) 用 单元 
体 表 示 各 危险 点 的 应 力 状 态 ， 并 写 出 单元 体 各 侧面 上 应 力 的 计算 式 。 





习题 8-1 图 
82 悬臂 梁 如 习题 8-2 图 所 示 ， 已 知 载荷 下 = 10 kN， 试 绘制 A 点 的 单元 体 ， 并 确定 其 
主 应 力 的 大 小 及 方位 。 


-一 上 一 二 -一 НЕ-----ті 





习题 8-2 图 
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83 已 知 点 的 应 力 状 态 如 习题 8-3 图 所 示 (图 中 应 力 单位 为 MPa)， 试 用 解析 法 计算 图 
中 指定 截面 的 正 应 力 与 切 应 力 。 





习题 8-3 图 


84 已 知 点 的 应 力 状态 如 习题 8-4 图 所 示 (图 中 应 力 单位 为 MPa)， 试 用 解析 法 : 
(1) 确定 主 应 力 和 主 方向 ， 并 在 单元 体 上 画 出 主 平面 的 位 置 以 及 主 应 力 的 方向 ; (2) 计算 切 
应 力 极 值 。 





a) b) 
习题 8-4 图 
85 已 知 点 的 应 力 状 态 如 习题 8-5 (Жж (图 中 应 力 单位 为 MPa) ， 试 用 图 解法 求 图 中 
指定 截面 的 正 应 力 与 切 应 力 。 





а) | t b) 
习题 8-5 图 


第 八 章 ”应 力 状 态 分 析 与 强度 理论 211 


8-6 已 知 点 的 应 力 状态 如 习题 8-6 图 所 示 (图 中 应 力 单位 为 MPa), 试用 图 解法 : 
(1) 确定 主 应 力 和 主 方向 ， 并 在 单元 体 上 画 出 主 平面 的 位 置 以 及 主 应 力 的 方向 ; (2) 确定 切 
应 力 极 值 。 


50 





а) b) 
习题 8-6 图 


8-7 ”如 习题 8-7 图 所 示 , 已 知 圆 简 形 锅炉 内 径 D = 1 т, 88; = 10 mm， 内 受 蒸汽 压 
Л] р = 3 MPa, WR (1) 简 壁 上 任 一 点 的 主 应 力 与 最 大 切 应 力 ;(2〉ab 斜 截面 上 的 应 力 。 

8-8 如 习题 8-8 图 所 示 , 已 知 和 矩形 截面 梁 某 截面 上 的 弯 矩 、 剪 力 分 别 为 M = 10 kN т, 
Fs = 120 kN， 试 绘制 出 该 截面 上 1、2、3、4 各 点 的 单元 体 ， 并 求 出 各 点 的 主 应 力 。 





习题 8-7 图 习题 8-8 图 


8-9 习题 8-9 图 所 示 薄 壁 圆 管 ， 已 知 所 受 轴 向 载荷 下 = 20kN、 扭 转 外 力 偶 矩 М, = 
600N。m， 圆 管 的 内 径 d = 50 mm、 壁 厚 1 = 2 mm。 试 求 (1) 简 辟 上 的 A 点 在 指定 斜 截面 
上 的 应 力 ; (2) A 点 的 主 应 力 大 小 及 方向 (用 主 应 力 单元 体 表示 )。 





8-10 习题 8-10 图 所 示 为 二 向 等 拉 应 力 状态 ， 试 证 明 其 任意 斜 截面 上 的 正 应 力 均 为 o, 
而 切 应 力 均 为 零 。 
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习题 8-10 图 
8-11 如 习题 8-11 图 所 示 , CA А 点 在 截面 AB НАС 上 的 应 力 〈 图 中 应 力 单位 为 
MPa) ， 试 利用 应 力 圆 求 该 点 的 主 应 力 和 主 方向 ， 并 确定 截面 АВ 与 AC 间 的 夹 角 。 
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习题 8-11 图 


8-12 二 向 应 力 状态 的 单元 体 如 习题 8-12 图 所 示 , 已 知 
в = 30 MPa, оу = 40 MPa, о, = 50 MPa， 试 求 其 最 大 切 应 力 。 

8-13 习题 8-13 图 所 示 薄 壁 圆 管 , 已 知 圆 管 的 平均 直径 
D = 50 mm、 辟 厚 t = 2 mm， 所 受 轴 向 载荷 = 20 kN、 扭 转 
外 力 偶 矩 М, = 600 N • m, K 为 管 辟 上 任 一 点 ， 试 按 图 示 倾斜 方位 
截取 单元 体 ， 画 出 单元 体 图 ， 并 求 出 单元 体 各 侧面 上 的 应 力 。 

8-14 习题 8-14 图 所 示 校 柱 形 单元 体 ， 已 知 о, = 40 MPa, 
斜 截面 AB 上 无 任何 应 力作 用 。 试 求 0 与 ro 。 习题 8-12 图 








习题 8-13 图 习题 8-14 图 


815 三 向 应 力 状态 单元 体 如 习题 8-15 Жж (图 中 应 力 单位 为 MPa)， 试 求 其 主 应 力 
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和 最 大 切 应 力 。 





а) b) с) 
习题 8-15 图 
8-16 ”二 向 应 力 状态 单元 体 如 习题 8-16 图 所 示 ， 已 知 wx 
100 MPa, с, = 80 MPa, т,, = 50 MPa, 材料 的 弹性 模 量 ES 
200 GPa、 泊 松 比 y = 0. 3. WRX ce, е, ЛЛ у, Ц 
KÜ a = 30 方向 的 线 应 变 cz 。 
8-17 如 习题 8-17 图 所 示 ， 货 车 通过 钢 桥 时 ， 在 钢 桥 横梁 
的 4 点 用 变形 仪 测 得 se。 = 0.0004, е, = 一 0.00012。 已 知 材料 
的 弹性 模 量 E = 200 GPa、 泊 松 比 v = 0.3, RRA 点 沿 z 方 
向 、y 方 向 的 正 应 力 。 





习题 8-16 图 





习题 8-17 图 
8-18 如 习题 8-18 图 所 示 ， 将 边 长 为 1 cm 的 钢 质 立方 体 放 置 在 边 长 为 1. 0001 cm 的 刚性 
方 槽 肉 。 已 知 立方 体 项 上 承受 的 总 压力 下 = 15 КЧ, 材料 的 弹性 模 量 Е = 200 GPa、 泊 松 比 
у = 0.3。 试 求 钢 质 立方 体内 的 三 个 主 应 力 。 
8-19 Мо. 28a 工 字 钢 梁 如 习题 8-19 图 所 示 , 已 知 材料 的 弹性 模 量 EE = 200 GPa、 泊 松 比 
у = 0.3。 若 测 得 梁 中 性 层 上 点 К 处 沿 与 轴线 成 45 方向 的 线 应 变 sie = -2.6Х107, ЖЕ 
承受 的 载荷 F。 


No.28a 





习题 8-18 图 习题 8-19 图 
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820 ”一 钢 制 圆 轴 如 习题 8-20 图 所 示 , 已 知 轴 的 直径 4 = 60 mm， 材 料 的 弹性 模 量 下 = 
210 GPa、 泊 松 比 v = 0.28。 若 测 得 其 表面 A 点 沿 与 轴线 成 45" 方 向 的 线 应 变 ss = 431X 
0 ， 试 求 该 轴 所 受 扭矩 T. 





习题 8-20 图 


8-21 有 一 厚度 为 6 mm 的 钢板 在 两 个 垂直 方向 受 拉 ， 拉 应 力 分 别 为 150 MPa 与 55 MPa, 
材料 的 弹性 模 量 E = 210 GPa, ЇЖУ = 0.25。 试 求 钢板 厚度 的 减 小 值 。 

822 在 习题 8-22 图 中 , EA o = 30 MPa, т = 15 МРа 材料 的 弹性 模 量 E = 
200 GPa、 泊 松 比 v = 0.3。 试 求 对 角 线 АС 长 度 的 改变 量 A, 

8-23 ”如 习题 8-23 图 所 示 ， 内 径 - 500 mm, ЕН = 10 mm 的 圆 简 形 薄 壁 容器 承受 
内 压 p。 已 知 材 料 的 弹性 模 量 记 = 200 GPa、 泊 松 比 v = 0.25、 许 用 应 力 [oj = 80 MPa。 现 
用 电 测 法 测 得 其 周 向 线 应 变 s = 3, 5X10“、 轴 向 线 应 变 e, = 1X10“。 试 求 该 容器 所 受 内 
压 户 ， 并 用 第 四 强度 理论 校 核 其 强度 。 





习题 8-22 图 习题 8-23 图 


8-24 点 的 应 力 状 态 如 习题 8-24 图 所 示 (图 中 应 力 单位 为 MPa)， 已 知 材料 的 泊 松 比 
= 0.25， 试 写 出 第 一 、 第 二 强度 理论 的 相当 应 力 。 





习题 8-24 图 


8-25 炮 简 截 面 如 习题 8-25 图 所 示 , 已 知 射击 时 炮 简 内 辟 А 点 的 周 向 应 力 c, = 
550 MPa、 径 向 应 力 о, = 一 350 MPa、 轴 向 应 力 о, = 420 MPa， 材 料 的 许 用 应 力 [c] = 
1000 MPa。 试 按 第 三 和 第 四 强度 理论 校 核 其 强度 。 

8-26 ” 杆 件 弯曲 与 扭转 组 合 变 形 时 危险 点 的 应 力 状态 如 习题 8-26 тт. BA o = 
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70 MPa, t = 50 MPa， 试 按 第 三 和 第 四 强度 理论 计算 其 相当 应 力 。 





炮 简 
习题 8-25 图 习题 8-26 图 





8-27 如 习题 8-27 图 所 示 , 已 知 钢轨 与 火车 车 轮 某 接触 点 处 的 主 应 力 为 一 800 MPa, 
一 900 MPa, —1100 MPa。 车 材料 的 许 用 应 力 [c]= 300 MPa， 试 校 核 该 接触 点 的 强度 。 





习题 8-27 图 


8-28 点 的 应 力 状态 如 习题 8-28 图 所 示 (图 中 应 力 单位 为 MPa)， 试 写 出 第 三 、 第 四 强 
度 理论 的 相当 应 力 。 





习题 8-28 图 


8-29 有 一 铸铁 构件 ， 其 危险 点 的 应 力 状态 如 习题 8-29 图 所 示 ， 已 知 材料 的 许 用 拉 应 力 
[2] = 35 MPa。 试 用 第 一 强度 理论 校 核 此 构件 的 强度 。 
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习题 8-29 图 


8-30 ”铸铁 圆 简 如 习题 8-30 图 所 示 ， 已 知 圆 简 的 外 径 D = 200 mm, #8; = 15 тт, 
材料 的 许 用 拉 应 力 [co]= 30 MPa、 泊 松 比 v = 0.25。 若 圆 简 所 受 内 压 р = 4 MPa、 轴 向 载 
ЖЕ = 200 kN, 试用 第 二 强度 理论 校 核 该 圆 简 的 强度 。 : 








习题 8-30 


前 面 几 章 主要 讨论 杆 件 
在 承受 轴 向 拉 伸 (压缩 )、 前 
切 、 扭 转 、 弯 曲 等 基本 变形 
时 的 强度 与 刚度 计算 。 在 工 
程 实际 中 ， 构 件 的 承载 往往 
比较 复杂 ， 会 同时 发 生 两 种 
或 两 种 以 上 的 基本 变形 。 例 
如 ， 图 9-1а 所 示 的 摇 辟 钻床 
立柱 在 工件 反 力 下 的 作用 下 
将 同时 产生 弯曲 和 拉 伸 变形 ; 
图 9-1Ь 所 示 单 臂 起 重 机 的 横 
梁 在 起 吊 重 物 P 时 将 同时 产 
生 弯 曲 与 压缩 变形 ; 图 9-1с 
所 示 的 齿轮 轴 在 齿轮 中 合力 
Е,, Е. ЖЖМ, 的 作用 下 
将 同时 产生 弯曲 与 扭转 变形 。 
构件 在 外 力作 用 下 同时 产生 
两 种 或 两 种 以 上 基本 变形 的 
情况 称 为 组 合 变形 。 

在 线 弹 性 、 小 变形 条 件 
下 ,可 以 认为 组 合 变 形 中 的 
每 一 种 基本 变形 彼此 独立 、 
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互 不 影响 ， 因 而 可 应 用 至 加 原理 来 研究 组 合 变形 。 
根据 又 加 原理 ， 在 进行 组 合 变形 的 强度 计算 时 ， 首 先 将 构件 所 受 的 载 停 进 
行 适当 分 解 或 简化 ， 将 组 合 变形 分 解 为 几 种 基本 变形 ， 分 别 计算 每 种 基本 变形 
的 内 力 、 应 力 ; 然后 进行 破 加 ， 确 定 构件 的 危险 截面 、 和 危险 点 ， 以 及 危险 点 的 
应 力 状 态 ; 最 后 根据 危险 点 的 应 力 状 态 ， 选 择 适当 的 强度 理论 进行 强度 计算 。 
本 章 主要 讨论 斜 弯曲 、 弯 曲 与 拉 伸 〈 压 缩 )、 弯 曲 与 扭转 等 几 种 常见 组 合 变 
形 的 强度 计算 。 








8 
==, 


5В ЖЖ 弯曲 

前 面 讨 论 的 弯曲 都 是 对 称 弯曲 ， 即 梁 具 有 纵向 对 称 面 ， 且 所 有 外 力 均 作 用 
在 同一 纵向 对 称 面 内 ， 变 形 后 深 的 轴线 将 弯 成 一 条 位 于 该 纵向 对 称 面 内 的 平面 
曲线 。 但 在 工程 实际 中 ， 有 时 载荷 并 不 作用 在 纵向 对 称 面 内 ， 此 时 梁 变 形 后 的 
轴线 一 般 不 再 位 于 载荷 作用 面 内 ， 而 是 会 倾斜 一 个 角度 ， 梁 的 这 种 弯曲 变形 称 
为 斜 弯曲 。 

对 于 斜 弯 曲 ， 可 将 载荷 沿 横 截 面 的 两 根 形 心 对 称 轴 (或 形 心 主 惯性 轴 ) 分 
解 ， 使 之 成 为 两 个 对 称 弯曲 〈 或 平面 弯曲 ) 的 组 合 。 先 分 别 计算 两 个 对 称 弯曲 
(或 平面 弯曲 ) 的 应 力 ， 然 后 至 加 得 到 斜 弯曲 的 应 力 ， 最 终 建 立 斜 弯曲 梁 的 强度 
条 件 。 下 面 以 矩形 截面 粱 为 例 来 说 明 斜 弯曲 的 分 析 计 算 方 法 。 


一 、 斜 弯曲 的 应 力 计算 


如 图 9-2 所 示 ， 和 抑 形 截面 悬臂 梁 在 自由 端 受 集中 力 下 的 作用 。 设 力 下 的 作 
用 线 与 对 称 轴 y 的 夹 角 为 wp， 将 力 下 沿 两 形 心 对 称 轴 y、z 分 解 ， 得 两 分 力 的 大 
小 分 别 为 


F, = Есоѕр, F, = Еѕіпф 
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REF, Е. 单独 作用 下 分 别 在 铅 垂 平面 z-y、 水 平平 面 x-zx 内 发 生 对 称 弯 

曲 ， 在 距 固定 端 为 .x 的 横 截 面 上 ，F, 和 下 . 引起 的 弯 矩 分 别 为 
NE 一 一) 人 CO 
М, (х) = Е,(4-лх)-- Е(1— ж) ѕіпф 

这 里 规定 ， 使 第 一 象限 的 点 受 拉 的 弯 矩 为 正 ， 因 此 М. (ORRI. М, (x) 取 
ES 

显然 ， 梁 的 危险 截面 为 固定 端的 右 侧 截面 ， 在 该 截面 上 ， 铅 垂 弯 和 矩 М, 与 水 
FESEM, 均 取 得 最 大 值 。 由 至 加 法 ， 得 危险 截面 上 任 一 点 天 (=,y) 处 的 正 应 力 
( 见 图 9-3) 








с = с.с, = аң = ЕЦ: 产 cosp 二 产 sing| (9-1) 
Жән, L. I, 分 别 为 模 截 面 对 < #Ш, у 轴 的 惯性 矩 。 


о! 





а) b) с) 


图 9-3 


危险 截面 上 的 应 力 分 布 图 如 图 9-36 所 示 ， 显 然 和 < 两 个 对 角 点 处 分 别 具 
有 最 大 拉 应 力 和 最 大 压 应 力 ， 是 危险 点 。 注 意 到 = Н, у 轴 同 为 截面 对 称 轴 ， 点 
b 处 的 最 大 拉 应 力 和 点 c 处 的 最 大 压 应 力 大 小 相等 ， 为 
M.| ім, 
қасыма 
Жан, W., W, 分 别 为 横 截 面 对 z Н. у 轴 的 抗 弯 截 面 系数 。 
因为 危险 点 处 没有 切 应 力 ， 为 单 向 应 力 状 态 ， 故 对 于 矩形 这 类 具有 棱角 截 
面 的 斜 弯曲 梁 ， 强 度 条 件 即 为 


(9-2) 





= IM ЫМ, 
Omax 一 W. T W, 


为 方便 计算 ， 可 将 上 式 改 写 为 | 
1 W. 
ыа (1м ми )< Б (9-3b) 


< [с] (9-3а) 
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在 进行 斜 弯曲 梁 的 强度 设计 时 ， 可 先 根据 经 验 设 定 比值 W./W,; 然后 按 式 
(9-3b) 估算 W.， 初 选 截 面 尺 寸 ; 最 后 再 将 选 定 的 截面 尺寸 代入 式 (9-3a) 进行 
验算 。 

对 于 许 用 拉 应 力 和 许 用 压 应 力 不 同 的 脆性 材料 粱 ， 且 梁 的 横 截 面 关 于 形 心 
主 惯性 轴 又 不 对 称 ， 则 应 对 斜 弯曲 梁 内 的 最 大 拉 应 力 和 最 大 压 应 力 分 别 进 行 强 
度 计算 。 


二 、 斜 弯曲 梁 的 中 性 轴 
由 式 (9-1) 可 知 ， 斜 弯曲 梁 横 截面 上 点 的 应 力 是 关于 点 的 坐标 Gy) 的 


函数 。 设 中 性 轴 上 任 一 点 的 坐标 为 (zo,y,)， 代 入 式 (9-1) 并 令 其 为 零 ， 即 得 
中 性 轴 方 程 


—°созр+ 0зіпф = 0 (9-4) 


可 见 ， 中 性 轴 是 通过 截面 形 心 的 一 条 直线 。 设 中 性 轴 与 z 
轴 间 的 夹 角 为 a ( 见 图 9-4)， 则 其 斜率 
2s 产 eny (9-5) 

一 般 情况 下 ， 由 于 截面 的 I 了 关 I.， 所 以 中 性 轴 的 倾角 
a 天 p。 这 表明 ， 此 时 中 性 轴 将 不 再 垂直 于 载荷 作用 平面 ， 
挠 曲线 也 将 随 之 不 再 位 于 载荷 作用 平面 内 ， 如 图 9-4 所 示 ， 
故 称 为 斜 弯曲 。 

可 以 证 明 ， 梁 斜 弯曲 时 横 截 面 仍然 刚性 地 绕 中 性 轴 转 
动 。 所 以 ， 最 大 弯曲 正 应 力 一 定 发 生 在 距离 中 性 轴 最 远 的 
点 处 。 对 于 和 矩形 、 工 字形 等 具有 外 十 角 点 的 截面 ， 显然 角 点 距离 中 性 轴 最 远 ， 
故 可 直接 根据 式 (92) 计算 最 大 弯曲 正 应 力 ; 对 于 其 他 形状 的 截面 ， 则 需要 先 
确定 出 中 性 轴 ， 找 到 距离 中 性 轴 最 远 的 点 〈 如 图 9-4 中 的 点 Di 、D: ) ， 然 后 将 其 
坐标 代入 式 〈9-1)， 才 能 算出 最 大 弯曲 正 应 力 。 

【 例 9-1 图 9-5 所 示 桥 式 起 重 机 大 梁 由 Мо. За 工 字 钢 制 成 ， 梁 长 ! = 二 4m， 材 料 的 许 用 
应 力 [oj== 160 MPa。 吊 车 行进 时 载荷 F 的 方向 偏离 铅 垂 线 p 角 ， 已 知 = 15%, Е = 30kN。 
试 校 核 大 梁 的 强度 。 ! 

я: (1) 内 力 分 析 

起 重 机 大 梁 可 简化 为 图 示 斜 弯曲 简 支 梁 ， 当 吊车 行进 到 跨 中 时 梁 的 弯 矩 最 大 。 将 力 下 沿 
ун. = 轴 分 解 ， 有 | 


tana = 





F, = Есоѕф = 30 kN X соѕ15° = 29 КМ 
F. = Fsing = 30 kN X ѕіп15° = 7.76 kN 
作出 弯 和 矩 图 ， 可 见 跨 中 截面 为 危险 截面 ， 在 x-y 平面 内 由 下 , 引起 的 最 大 铅 垂 弯 甜 
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F, 2 
Еу F 
图 9-5 
ексе к. 29 xina ар ааа 
E 2-2 平面 内 由 FF. 引起 的 最 大 水 平 弯 矩 
ШЕ = 型 ~ PELNI E 

(2) 强度 计算 А 

由 型 钢 表 查 得 No. 32а 工 字 钢 的 抗 弯 截 面 系数 W, = 70.8 ст”, W. = 692 cm. RER 
弯曲 梁 的 强度 条 件 ， 有 Б 


34 IM,| IM.| 7.76Х105М-т 29х10 М.т 


Om Суу р = 70.8X10"m + 69210-7 m? 191-5 MPa < [o] = 160 MPa 
所 以 ， 该 大 梁 的 强度 符合 要 求 。 
讨论 : 若 载荷 不 偏离 铅 垂 线 ， 即 p == 0 时 ， 最 大 正 应 力 则 为 
_IM.| Fi/4_ 30X10 NX4m 
үу. W. 4X 692 х 107° т? 
可 见 ， 载 荷 下 虽然 只 偏离 了 15"， 但 最 大 正 应 力 却 增加 了 2.5 倍 。 因 此 ， 当 截面 的 W: ЯУ, 
相差 较 大 时 ， 应 尽量 避免 斜 弯曲 。 


бтах 





-- 43.4 МРа 





【 例 9-2] #ЕЮ# ШЖК EZMA 9-6a 所 示 。 已 知 梁 的 半 长 1 = 1 m， 截 面 宽度 5b = 50mm, 
高 度 h = 75 mm。 试 求 梁 中 最 大 弯曲 正 应 力 及 其 作用 点 位 置 。 若 截面 改 为 直径 d = 65 mm 的 
圆 形 ， 再 求 其 最 大 弯曲 正 应 力 。 
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解 : (1) 内 力 分 析 
显然 ， 梁 的 АВ 段 为 斜 弯 曲 。 分 别 作 出 梁 在 两 个 对 称 平面 内 的 弯 矩 图 如 图 9-6b、c 所 示 。 
由 图 可 见 ， 固 定 端 A 的 右 侧 截面 为 危险 截面 ， 其 上 的 铅 垂 弯 矩 、 水 平 弯 和 矩 均 为 最 大 值 ， 大 小 
分 别 为 
ІМ.|-ң1.5ЕМеш, |IM,|=2kN.m 
(2) 矩形 截面 粱 的 最 大 弯曲 正 应 力 
和 矩形 截面 的 抗 弯 截面 系数 


2 2 
W. = 9... 46875 тал, Йй == 


6 
梁 中 的 最 大 弯曲 正 应 力 发 生 在 危险 截面 的 1、2 两 个 棱角 处 〈 见 图 9- 6a) ， 大 小 为 


;=IMI IM|_ 15X10 Мет. 210° №. т 
"Ж W, W, 46875107" м? ' 31250Х10-° т 


(3) 圆 形 截面 梁 的 最 大 正 应 力 
圆 形 截面 粱 不 能 按 上 述 方法 计算 ， 因 为 两 个 弯 矩 引起 的 最 大 应 力 点 并 不 是 同一 个 点 。 由 
于 圆 为 中 心 对 称 图 形 ， 故 只 需 将 危险 截面 上 的 两 个 弯 矩 合成 后 ， 即 可 按 对 称 弯曲 计算 。 
如 图 9-6d 所 示 ， 和 危险 截面 上 的 合成 弯 矩 
М = VM+M = /С.5 ЕМ т) (0 КМ • т)? 一 2.5kN。m 
故 得 此 时 的 最 大 弯曲 正 应 力 


= 31250 пат” 





z= 96 X10° Ра = 96 MPa 





2.5х10 М.т 
ша 3 一 9 213 
32 < 65 Х1077т 


бал 一 м. = 92.7Х10% Ра = 92.7 MPa 
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第 三 节 弯曲 与 拉 伸 〈 压 缩 ) 的 组 合 


弯曲 与 拉 伸 (压缩 ) 组 合 变形 在 工程 中 十 分 常见 。 例 如 ， 如 图 -la т 
钻 的 立柱 ， 如 图 9-1Ь 所 示 起 重 机 的 横 粱 等。 这 种 组 合 变形 又 可 分 为 两 种 情况 : 
一 种 是 横向 力 与 轴 向 力 共同 作用 下 的 弯曲 与 拉 伸 (压缩 ) 的 组 合 变形 ; 另 一 种 
是 由 偏心 拉 伸 (压缩 ) 引起 的 弯曲 与 拉 伸 (压缩 ) 组 合 变 形 。 

一 、 横 向 力 与 轴 向 力 共同 作用 下 的 弯曲 与 拉 伸 (压缩 ) 的 组 合 

1. 弯曲 与 拉 伸 组 合 

图 9-7a 所 示 和 矩形 截面 杆 ，A 端 固 定 ，B 端 自由 ， 在 自由 端的 截面 形 心 处 受 
集中 力 下 的 作用 ，F 的 作用 线 位 于 杆 的 纵向 对 称 面 x-y 内 ， 与 杆 轴 x 的 夹 角 为 
8。 为 分 析 杆 的 变形 ， 将 力 下 分 解 为 轴 向 分 力 下 , 和 横向 分 力 下 ,， 其 中 

F: == ЕсозФ,. Еу = Fsing 


显然 ， 轴 向 力 Е, 使 杆 发 生 轴 向 拉 伸 ， 横 向 力 Е, 使 杆 发 生 对 称 弯曲 。 因 此 ， 
杆 在 下 力作 用 下 将 发 生 弯曲 与 拉 伸 组 合 变形 。 





Ocmax 
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作出 杆 的 轴 力 图 、 弯 矩 图 分 别 如 图 9-7b、c 所 示 ， 可 知 固定 端 A 的 右 侧 截 
面 为 危险 截面 ， 危 险 截面 上 轴 力 、 弯 和 矩 的 大 小 分 别 为 
Fy = Е, 一 Fcosp， |М| = ЕМ, = Flsing 
BWJ Еу, BE М 对 应 的 正 应 力 分 布 分 别 如 图 9-7d、e 所 示 。 危 险 截面 上 
总 的 正 应 力 由 二 者 者 加 而 得 ， 其 分 布 规律 如 图 9-7f 所 示 。 危 险 截面 上 边缘 а--а 
各 点 处 有 最 大 拉 应 力 cmsx、 下 边缘 "一 各 点 处 有 最 大 压 应 力 ос, ЖКА 
别 为 


_ |М| Еу 

бом 一 W. ta 
(9-6) 

Імі ғ 

рч W. A 


由 于 о 2 aemx， 故 上 边缘 a 一 a 各 点 为 危险 点 。 注 意 到 危险 点 处 于 单 向 应 
力 状态 OLE 9-7g)， 即 得 弯曲 与 拉 伸 组 合 变 形 的 强度 条 件 为 


F 
др = МІ Еге (9-7) 


2 弯曲 与 压缩 组 合 
上 述 计算 方法 同样 适用 于 弯曲 与 压缩 组 合 变形 。 所 不 同 的 是 轴 力 引起 的 是 
压 应 力 ， 而 不 是 拉 应 力 ， 故 其 最 大 拉 、 压 应 力 分 别 为 





ІМІ (Е 
баш W. A 

(9-8) 
IMI [Ем | 
бак Wt A 

对 于 许 用 拉 应 力 和 许 用 压 应 力 相 等 的 塑性 材料 ， 其 强度 条 件 即 为 
— МІ. Мені 
а= Іі < [5] (9-9) 


对 于 许 用 拉 应 力 和 许 用 压 应 Pe 则 应 分 别 对 最 大 拉 应 力 和 
最 大 压 应 力 进 行 强度 计算 ,其 强度 条 件 应 为 





дек = МІ Ы K [a] 
“= (9-10) 
Damat ~ w. А =< [co] 


【 例 9-3】 简易 摇 臂 吊车 受 力 如 图 9- 8a 所 示 。 已 知 横梁 АВ 用 工 字 钢 制 作 ， 许 用 应 力 
[四 = 100 MPa， 所 受 最 大 吊 重 P = 10 kN。 若 不 计 吊 车 自重 ， 试 确定 工 字 钢 的 型 号 。 

解 : (1) 分 析 计算 外 力 

取 横梁 АВ 为 研究 对 象 ， 作 出 其 受 力 简 图 如 图 9-8b 所 示 ，AC 段 为 弯曲 与 压缩 组 合 变形 。 
”由 平衡 方程 >) MA = 0, 得 
Ес = 3P = 30 kN 
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5) 


МКМ т 


(2) 确定 危险 截面 及 其 上 内 力 
作出 横梁 AB 的 弯 和 矩 图 、 轴 力图 分 别 如 图 9-8c、d 所 示 ， 可 知 危 险 截面 为 C 的 左 侧 截面 ， 
该 截面 上 的 轴 力 、 弯 和 矩 大 小 分 别 为 
|FN| = 26 ЕМ, |IM|= 10kN.m 
(3) 强度 计算 
这 是 塑性 材料 ， 其 强度 条 件 按 式 (9-9)， 即 


ІМЕМ] 


тах 


注意 到 ， 在 上 述 强 度 条 件 中 ,包含 了 W. 和 A 两 个 未 知 量 ， 无 法 求解 。 此 时 ， 可 先 忽 略 


轴 力 的 影响 ， 得 抗 弯 截 面 系数 为 
М _ 10х10 №: тм 
У. 2 [s] 100х10° Ра 


查 工 字 钢 型 钢 表 , 初 选 No. 14 工 字 钢 ， 其 抗 弯 截 面 系数 У. = 102 сп”, ЖЕШ А = 


一 0.1X10-3? m? = 100 ст! 
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21. 5 cm? 。 代 入 强度 条 件 进行 校 核 


ы — |M| Іі, 10X10 Ne m, 26X10 N 
“x 72 A 102X 107° т? 


发 现 强度 不 够 。 
重 选 No. 16 ТҰ. Н.М. = 141 cm*、A = 26. 1 cm2: ， 再 代入 强度 条 件 校 核 ， 有 
-ІМІ IFs] _ 10X10 №. т 26X T0? N 
үу. Е 





X10 10 MPa >Le] 


141X10 ° т? тхо A 80. 9 MPa < [ев] 


符合 强度 要 求 。 所 以 ， 应 选取 No. 16 工 字 钢 。 








【 例 9-41 截面 为 正方 形 的 斜 梁 AB 如 图 9-9a тл, 已 知 梁 的 截面 面积 A = 10X10 ст’, 
所 受 竖 向 载荷 下 = 3 kN。 不 计 梁 自重 ， 试 求 梁 内 的 最 大 拉 应 力 和 最 大 压 应 力 。 





解 : (1) 分 析 计算 外 力 
取 和 斜 粱 АВ 为 研究 对 象 ， 其 所 受 外 力 如 图 9-9b 所 示 。 由 平衡 方程 可 得 
Ем = 2.4kN, Ел, = 0.9 ЕМ, Еһ = 0.9 КМ 
显然 ， 斜 粱 的 АС 段 为 弯曲 与 压缩 组 合 变形 ，CB 段 为 弯曲 变形 。 
(2) 确定 危险 截面 及 其 上 内 力 
作出 斜 梁 的 弯 矩 图 、 轴 力图 分 别 如 图 9-9c、d 所 示 ， 可 知 跨 中 C 左 侧 截面 为 危险 截面 ， 
该 危险 截面 上 的 弯 矩 、 轴 力 的 大 小 分 别 为 


IMI = --Есозва + 1 = 1. 125 kN + m, ІІ РЕГ 


(3) 计算 最 大 拉 应 力 和 最 大 压 应 力 
仙 梁 内 的 最 大 拉 应 力 发 生 于 C 的 右上 侧 截面 的 下 边缘 各 点 处 ， 为 
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_ IM| 6X1.125X1O №. т 
W, 10X10? X 107° m? 
最 大 压 应 力 发 生 于 C 的 左下 侧 截 面 的 上 边缘 处 ， 为 


_ IM| ,|F\| 6X1.125X10 №: т 2.4X1ON _ 
бе р РА 101021076 а? (i0X10XI0 ай. 6-99 MPa 


Ot max 





= 6.75 MPa 





二 、 偏 心 拉 伸 与 偏心 压缩 


当 作用 在 杆 件 上 的 外 力 的 作用 钻床 立柱 
线 与 杆 的 轴线 平行 , 但 又 不 通过 截 
面 形 心 时 ,将 引起 偏心 拉 伸 或 偏心 
压缩 。 例 如 ， 图 9-10a 所 示 的 小 型 压 
力 机 框架 的 立柱 、 图 9-10b 所 示 厂 房 
支承 吊车 梁 的 立柱 就 分 别 是 偏心 拉 





伸 、 偏 心 压缩 的 工程 实例 。 а) b) 
1. 偏心 拉 伸 图 9-10 
和 矩形 截面 偏心 拉 伸 杆 件 如 图 9-11a 所 示 。 取 杆 的 轴线 为 x 轴 ， 截 面 的 两 个 对 
称 轴 为 = 轴 、y 轴 。 设 偏心 力 F 的 作用 点 A 的 坐标 为 (zs ,ys )， 将 其 平移 至 截 
面 形 心 ， 得 到 一 个 轴 向 拉力 Е, MABEM.. M, С 9-11b) ， 分 别 为 
Е. = F, М, =Еу„, М, = Ех» 





图 9-11 


它们 分 别 使 杆 发 生 轴 向 拉 伸 和 在 两 个 纵向 对 称 面 内 的 纯 弯 曲 。 所 以 ， 偏 心 拉 伸 


228 ， 材 料 力 学 第 3 版 


一 般 可 看 作 轴 向 拉 伸 和 两 个 对 称 弯曲 〈 纯 弯曲 ) 的 组 合 ， 偏 心 拉 伸 杆 件 任 一 横 
截面 上 存在 着 相同 的 轴 力 、 铅 垂 弯 矩 和 水 平 弯 矩 ， 分 别 为 
Fy = Е, = Е, М, = Еу,» М, = Pzr 
偏心 拉 伸 杆 件 任 一 横 截 面 上 的 应 力 分 布 如 图 9-12 А, ЖН, с 为 轴 力 F、 
引起 的 正 应 力 、c 为 铅 垂 弯 矩 М. 引起 的 正 应 力 、 史 为 水 平 弯 矩 M, 引起 的 正 应 
力 。 由 笃 加 法 ， 偏 心 拉 伸 杆 件 任 一 横 截 面 上 点 Key) LE 9-11b) 的 总 应 
力 为 





уны, (9-11) 


а) b) с) 4) 


图 9-12 


横 截 面 上 某 一 点 的 应 力 是 拉 还 是 压 ， 可 根据 该 点 的 坐标 (z,y) 与 偏心 力 下 
作用 点 的 坐标 (ze ,ys) 的 正 负 号 由 上 式 确 定 ， 也 可 以 由 变形 情况 直接 判定 。 
对 于 周边 具有 棱角 的 横 截 面 ， 其 危险 点 一 定位 于 截面 的 棱角 处 ， 最 大 拉 应 
力 和 最 大 压 应 力 分 别 为 
|M. | 


Ot max 一 wW + 





ЕЛЕНЕ 
М, 1 A 

(9-12) 
імам, _|Fxl 


Oc max W. W, A 


对 于 周边 不 具有 棱角 的 横 截 面 ， 则 需 根据 中 性 轴 来 确定 其 危险 点 。 

2. 偏心 压缩 

偏心 压缩 一 般 为 轴 向 压缩 和 两 个 对 称 弯曲 〈 纯 弯曲 ) 的 组 合 ， 计 算 方法 与 
偏心 拉 伸 相似 。 所 不 同 的 是 轴 力 引起 的 是 压 应 力 ， 而 不 是 拉 应 力 ， 故 对 于 周边 
具有 棱角 的 横 截 面 ， 其 最 大 拉 应 力 和 最 大 压 应 力 分 别 为 





„іма 1м Т] 
t тах W, W, А 

ІМІ ЛІМІ || аса 
болах 一 а 十 > + N 








W. W A 


y 
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【 例 9-5] 如 图 9-13 所 示 ， 一 缺口 平板 受 拉力 下 = 80 kN ЕН. 已 知 截面 尺寸 h = 
80 mm, а =b = 10 mm。 试 计算 平板 内 的 最 大 拉 应 力 。 





图 9-13 


解 : 缺口 处 平板 受 偏心 拉 伸 ， 其 横 截 面 上 的 轴 力 、 弯 和 矩 分 别 为 
Fy =F, М, =—Ее, М, =0 


其 中 ， 偏心 距 e= 


代入 式 (9-12)， 得 最 大 拉 应 力 


IM:| |Fs|_ 6X80X10 МХ5ХІ0 т 80Х10%М 


бан W, A 10 (80—10) X10 т? 10Х (80—10) Х10 7 m? 
= 49 МРа +114. 3 MPa = 163. 3 MPa 
讨论 : 若 在 平板 的 另 一 侧切 除 同 样 的 缺口 ， 如 图 9-13 中 的 虚线 所 示 ， 此 时 缺口 处 平板 受 
轴 向 拉 伸 ， 其 拉 应 力 为 


_ Ру _ 80Х10%М РА 
а= A™ 1050802510) 10-7 m S 3 Mpa < om 





可 见 ， 两 侧 缺 口 的 杆 虽 然 横 截面 面积 减 小 ， 但 应 力 却 比 一 侧 缺 口 的 
杆 小 。 这 表明 由 于 载荷 偏心 而 引起 的 附加 谊 和 矩 对 拉 〈 压 ) 杆 的 强度 影响 
很 大 ， 故 在 工程 设计 中 应 尽量 使 用 对 称 结构 。 

【 例 9-6】 图 9-14a 所 示 钻 床 的 圆 截 面 立柱 用 铸铁 制作 。 已 知 钻床 工作 时 所 受 最 大 载荷 
Е =15kN, Kfe =0.4m, 材料 的 许 用 拉 应 力 (о, ] = 35 MPa。 试 确定 立柱 所 需 直 径 d. 
解 : (1) 内 力 分 析 
铸铁 立柱 承受 偏心 拉 伸 ， 如 图 9-14b 所 示 ， 由 截面 法 得 其 任 一 截面 上 的 轴 力 、 弯 和 矩 分 
别 为 


es 
. 
. 
. 
. 
. 
. 
е: 


PE 


Ех = Е = 15 КМ, М = Fe = 15kNX0.4m = 6 КМ • т 
(2) 强度 计算 
在 强度 设计 时 可 先 不 考虑 轴 力 影响 ， 由 
Or max 一 MEn] 


得 
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а) | b) 


图 9-14 





3 3 
/32М 32X6X10 №: т _ 
一 к=н=! дыд ала ыны ЖЕ" 3 一 А 
а ЖГ] 2Х35Х10° Ра 120: 4510 m 120. 4 mm 
初 选 立 柱 直径 d = 121 mm, 
再 按照 实际 弯曲 与 拉 伸 组 合 进行 强度 校 核 
3 ы 3 

jEr EXW , 15X10 N = 35.8 MPa > Tad 
35 121° 107° тї F 121° 107% m? 





pral 2. 3% 二 5%， 依 然 符合 强度 要 求 ， 故 可 取 立 柱 直 径 为 121 тт, 


б, 





【 例 9-1 如 图 9-15a MR, EER. 
面 杆 承受 偏心 压缩 ， 试 问 当 偏心 压力 下 作 
用 在 哪个 区 域内 时 ， 截面 上 只 出 现 压 应 力 。 

解 : 如 图 9-15a 所 示 ， 设 偏心 压力 下 
作用 点 K 的 坐标 为 (zr ,ys )， 欲 使 截面 
上 只 出 现 压 应 力 ， RER (9-13), 应 有 
截面 上 的 最 大 拉 应 力 








(a) 
显然 ， 此 时 的 中 性 轴 一 定位 于 截面 以 外 或 
与 截面 周边 相 切 ， 反 之 亦 真 ， 即 当中 性 轴 
”位 于 截面 以 外 或 与 截面 周边 相 切 时 ， 式 Р 
(а) 一定 满 足 ， 即 截面 上 只 出 现 压 应 力 。 图 9-15 
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另外 注意 到 ， 当 偏心 距 愈 小 ， 即 偏心 压力 下 的 作用 点 KK Cry) EREK ÒO О 愈 近 时 ， 
A (а) 愈 容易 满足 。 故 有 结论 : 待 求 的 偏心 压力 下 的 作用 区 域 应 为 一 个 位 于 截面 形 心 附近 的 
封闭 区 域 ， 当 偏心 压力 下 的 作用 点 位 于 该 区 域 边缘 时 ， 中 性 轴 与 截面 周边 相 切 ,ow = 0. 

若 中 性 轴 上 与 矩形 截面 的 AB 边 重合 〈( 见 图 9-15b)， 则 对 应 偏心 压力 下 的 作用 点 1 应 位 
于 > 轴 上 ， 设 其 坐标 为 (0,ev)， 此 时 有 


М. Еу Ее, Е 
с; тах W. А 1 
6 











解 得 


若 中 性 轴 4, 与 矩形 截面 的 AC 边 重合 〈 见 图 9-15b) ， 则 对 应 偏心 压力 下 的 作用 点 2 应 位 
于 > 轴 上 ， 设 其 坐标 为 (e. ,0)， 此 时 则 有 
М, Ех Ее. Е 


б, њак == рр О 


М, A 1 bh 
6 





解 得 
1 
“? 
若 中 性 轴 为 与 矩形 截面 的 楼 角 A 相 切 的 任 一 轴 ， 可 以 进一步 证 明 ， 其 对 应 的 偏心 压力 F 
的 作用 点 一 定位 于 1、2 两 点 的 连 线 上 。 再 考虑 其 对 称 性 ， 即 得 图 9-15b 所 示 的 萎 形 区 域 。 
由 上 例 可 见 ， 当 偏心 压力 的 作用 点 位 于 截面 形 心 附近 的 某 个 封闭 区 
; 域 时 ,截面 上 将 只 出 现 压 应 力 。 该 区 域 称 为 截面 核心 。 在 工程 结构 中 ， 
: 某 些 偏心 承 压 杆 件 是 用 脆性 材料 制作 的 ， 而 脆性 材料 的 抗 拉 强度 远 低 于 
; 抗 压强 度 ， 故 应 尽量 避免 在 截面 上 出 现 拉 应 力 。 显 然 ， 截 面 核心 的 确定 


6. = 


对 于 这 类 杆 件 的 设计 具有 重要 意义 。 


De ee ee eh eh eh eh eh оо ee eh eh ооф ос eh eh eh eh eet et Teh Se eh Set et eh Set r a 1 SR Ф 


%22%22922Ф22%25%с22ж2сж2с%сс 


Фос 





第 四 节 ”弯曲 与 扭转 的 组 合 


机 械 中 的 传动 轴 一 般 都 是 承受 弯曲 与 扭转 组 合 变 形 。 下 面 主 要 讨论 塑性 材 
料 制作 的 圆 轴 发 生 弯 曲 与 扭转 组 合 变 形 时 的 强度 计算 。 
‚ ”如 图 9-16a 所 示 ， 直 径 为 4d 的 悬臂 圆 轴 右 端 安装 有 一 直径 为 了 的 圆 轮 ， 并 
于 轮 缘 处 沿 切 向 作用 一 竖 向 集中 力 下 。 

1. 外 力 分 析 

将 力 下 向 B 端面 的 形 心平 移 ， 得 到 一 横向 力 , = FAE М. = FD/2 的 力 
偶 ， 如 图 9-16b 所 示 。 圆 轴 在 F, 和 М, 的 共同 作用 下 发 生 弯 曲 与 扭转 组 合 变 形 。 
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图 9-16 


2. 内 力 分 析 

作出 圆 轴 的 弯 矩 图 、 扭 矩 图 分 别 如 图 9-16c、d 所 示 。 其 危险 截面 为 固定 端 
A 的 右 侧 截面 ， 该 危险 截面 上 的 弯 矩 、 扭 矩 分 别 为 

М = -ЕІ, Т =M, = FD/? 

3. 应 力 分 析 

由 弯曲 正 应 力 和 扭转 切 应 力 的 分 布 规律 可 知 ， 和 危险 点 为 危险 截面 的 上 边缘 a 
点 或 下 边缘 5 САР 9-16e)。 危 险 点 处 于 二 向 应 力 状态 ， 其 对 应 单元 体 如 
图 9-16f тж, ЖФ 
(а) 
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4. 强度 条 件 

应 用 第 三 、 第 四 强度 理论 ， 分 别 得 
са = Jo +F4r < [o] (9-14) 
вы = Vo F 3r < [в] (9-15) 


ЖЖ (а) 代入 上 述 两 式 ， 并 注意 到 圆 截面 的 W， =2W., ШИН ЕМ ЖЫН 
轴 弯 曲 与 扭转 组 合 变形 的 强度 条 件 


тарты 
ga = ~w S [в] (9-16) 
УМ T0757 
же УМ от g Co] (9-17) 


对 于 承受 轴 向 拉 伸 〈 压 缩 ) 与 扭转 组 合 变形 ， 或 者 弯曲 、 轴 向 拉 伸 〈 压 缩 ) 
与 扭转 组 合 变形 的 塑性 材料 圆 截 面 杆 ， 其 危险 点 的 应 力 状 态 与 图 9-16f 相同 ， 故 
仍 可 采用 式 (9-14) MA (9-15) 进行 强度 计算 ， 只 是 其 中 正 应 力 ec 应 为 危险 点 
处 的 轴 向 拉 《〈 压 ) 应 力 ， 或 者 弯曲 正 应 力 与 轴 向 拉 “〈 压 ) 应 力 的 和 。 

【 例 9-81 如 图 9-17a 所 示 ， 传 动 
ЖАВ 由 电动 机 带动 。 已 知 电动 机 的 
输出 功率 为 8kW， 转 速 为 800 r/min, 
带 轮 直径 D = 200 mm， 带 的 紧 边 拉 
力 为 松 边 拉力 的 2 o. 传动 轴 直 径 
d = 40 mm, КЖ / = 18cm, ЖЖ? 
许 用 应 力 [c] = 100 MPa。 若 不 计 带 


Fr 
2F7 


轴 的 强度 。 

М. (1) Ял. 

作出 传动 轴 的 受 力 简 图 如 图 9-17Ь 
所 示 ， 其 承受 弯曲 与 扭转 组 合 变 形 。 
其 中 ， 电 动机 输入 的 转 矩 图 9-17 


8 kW 
800 r/min 


将 两 边 带 的 拉力 向 轮轴 中 心 简化 得 到 的 力 偶 矩 Me 和 横向 力 正 分别 为 


М; = ов-ко2- Ет 2- M. = 95. 49 N。m 


2М _ 2Х95.49М т _ 
р = 3 200х107 т н 





М, = 9549X 





= 95.49 N = т 


(2) 内 力 分 析 
显然 ， 轴 与 电动 机 的 连接 端面 A 为 危险 截面 ， 该 危险 截面 上 的 弯 矩 、 扭 矩 分 别 为 
М = Fl = 2865 Мх18х107° m = 5БІ5.7Ме m 
Т = М, -95.49М- т 
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(3) 强度 校 核 
按 第 三 强度 理论 ， 由 式 09-16), 得 
бз = ММ*-+ЕТ* = к -y м (515.7 Мет)! + (95.49 N • т)? 





= 83.5 MPa < [2] = 100 MPa 
所 以 ， 该 传动 轴 的 强度 符合 要 求 。 


【 例 9-91 图 9-18 所 示 传 动 轴 АВ 由 电动 机 带动 。 已 知 电动 机 通过 联 轴 器 作用 在 截面 A 
上 的 转 矩 M 二 13. m， 带 紧 边 拉力 Fr 是 松 边 拉力 FT 的 2 倍 , 轴承 C 与 B 之 间 的 距离 
1 = 200 mm， 带 轮 直 径 D = 300 mm， 材 料 的 许 用 应 力 [oj] = 160 MPa。 若 不 计 带 轮 自重 ， 
试 按 第 四 强度 理论 确定 传动 轴 АВ 的 直径 4 。 





9-18 


解 : (1) 外 力 分 析 
将 两 边 带 的 拉力 Ет 与 Fi 向 传动 轴 中 心 简化 ， 得 到 作用 于 截面 EE KpE М, 与 横向 力 下 
( 见 图 9-19a)， 其 大 小 分 别 为 


M, = Fr- Fp = Е 


2M _ 3х2 Х1Х10* №. т 
р 0. 300 т 





= М, = 1] kN。m 








F = Fr tF =3Fr = 3X = 20X10 N 





(2) 内 力 分 析 
传动 轴 АВ 承受 弯曲 与 扭转 组 合 变形 ， 作 出 其 弯 矩 图 、 扭 矩 图 分 别 如 图 9-19b、c Жж. 
пр, ВНР Е 的 左 侧 截面 为 危险 截面 ， 该 危险 截面 上 的 弯 矩 、 扭 矩 分 别 为 


FL _ 20X10 NX0.2m_ 
4 4 


T=M =1X10N.m 





М = 1000 №• т 


(3) 强度 计算 
按 第 四 强度 理论 ， 由 式 (9-17), 48 


3 2% 
32 ,/М?-Бо. 7577 32 V(X10° М • m)? F0.750X10 N- m)? 
фе: дыр. {Чы Жет ДУ. ‚А. А-А ЫШ к-с чәй» ЭШ. a A a i 
ағ, nlo] А] тХ160Хх10% Ра а 


故 取 该 传动 轴 的 直径 а = 44 тт, 
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【 例 9-10】 磨床 砂轮 主 1 轴 如 图 9-20a 所 示 。 已 知 由 电动 机 转子 输入 转 矩 М. =20 № • т, 
转子 和 砂轮 自重 分 别 为 Р, = 100М, Р, = 250 N, ЕҢІЛЕ,:Е.-3:1, 砂轮 直径 D 一 


250 mm， 主 轴 直 径 d = 20 mm， 主 轴 材 料 的 许 用 应 力 [oj]= 60 MPa。 试 按 第 四 强度 理论 校 核 主 
轴 强 度 。 


i: (1) 外 力 分 析 
将 载荷 向 轴线 简化 得 到 主轴 的 受 力 简 图 如 图 9-20b 所 示 ， 其 受到 弯曲 与 扭转 组 合 变形 。 
由 平衡 方程 УМ. = 0, 得 砂轮 的 磨 前 力 


= И = 160N, F, = ЗЕ. = 3X160 N = 480 N 


Е. 
(2) 内 力 分 析 | 
作出 主轴 的 铅 垂 弯 矩 图 、 水 平 弯 矩 图 和 扭矩 图 分 别 如 图 9-20c、d 和 e 所 示 。 可 见 В 截面 

是 危险 截面 ， 该 危险 截面 上 的 合成 弯 矩 、 扭 矩 分 别 为 

Ms = МЕМ = /(29.9N. m) + (020.8 N- т)? = 36.4 № • т 
Та = 20 3№• т 
(3) 强度 计算 
按 第 四 强度 理论 


кае. ДИ желет ұлағатты ЖЕКЕ» /G6.4N • m)? 0.75X (20 Ne m)? 

да = үу- МА +0. 75T% 0201073 m (36.4 N • т)? +0. 75 (20 N • m) 
= 52. 9 MPa < [s] = 60 MPa 
所 以 ， 该 主轴 强度 符合 要 求 。 
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м/т 29.9 





【 例 9-11】 图 9-21a 所 示 为 一 钢 制 齿轮 传动 轴 ， 已 知 齿 轮 C 上 作用 有 铅 垂 切 向 力 5 ЕМ, 
水 平 径 向 力 1. 82 ЕМ, ЕО 上 作用 有 水 平 切 向 力 10 kN、 铅 垂 径 向 力 3. 64 ЕМ, С 
圆 直 径 dc = 400 mm， 齿 轮 D 的 节 圆 直径 dp = 200 mm， 材 料 的 许 用 应 力 Ге] = 100 MPa, 
试 按 第 四 强度 理论 确定 轴 的 直径 。 

解 : (1) 外 力 分 析 

作出 轴 的 受 力 简 图 如 图 9-21b 所 示 ， 其 受 弯曲 与 扭转 组 合 变形 。 其 中 ， 将 齿轮 C ЕН 
垂 切 向 力 与 齿轮 了 上 的 水 平 切 向 力 向 轴线 平移 ， 得 到 的 附加 转 矩 


400х10 т _ 
3. 


М, = 5Мх®© = 510 NX 1000 N • m 


(2) 内 力 分 析 
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作出 轴 的 铅 垂 弯 矩 图 、 水 平 弯 矩 图 和 扭矩 图 分 别 如 图 9-21c、d A eR. HATI, B 
截面 为 危险 截面 ， 该 危险 截面 上 的 合成 弯 矩 、 扭 矩 分 别 为 
Ms = УҮМ%-ЕМі, = V364 N • m)? F (1000 N • m)? 一 1064N。m 
Ts = М. = 1000 № т 





Маи 568 
х 
364 
4 
с) 
My/N.m 
X 
227 
1000 
d) 
Т/М»т 
х 
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(3) 强度 计算 
按 第 四 强度 理论 ， 由 式 (9-17). 有 





32Х1372М. mef] 


1 
да = WV N + т)? +0. 75X (1000 N + m)? = та: 


解 得 
а> [EEEN m 51,9x10° m = 51.9 mm 
故 取 轴 的 直径 d = 52 mm, 
应 该 指出 ， 上 述 传动 轴 的 强度 计算 是 按 静 载 情况 考虑 的 ， 这 主要 用 于 传动 
轴 的 初步 设计 和 估算 。 而 实际 上 ， 由 于 转动 轴 是 在 交 变 应 力 下 工作 的 ， 因 此 ， 
还 需 进 一 步 校 核 其 在 交 变 应 力作 用 下 的 疲劳 强度 。 关 于 交 变 应 力 的 概念 和 疲劳 
强度 计算 ， 将 在 随后 的 第 十 一 章 中 介绍 。 


复习 思考 题 


91 用 至 加 法 计算 组 合 变 形 杆 件 的 内 力 和 应 力 时 ， 其 限制 条 件 是 什么 ? 为 什么 必须 满足 
这 些 条 件 ? 

9-2 什么 是 弯曲 与 拉 伸 (压缩 ) 组 合 变形 ? 什么 是 弯曲 与 扭转 组 合 变 形 ? 偏心 拉 伸 (ОЖ 
缩 ) 属于 哪 种 组 合 变形 ? 

9-3 ”偏心 压缩 时 ， 是 否 可 使 横 截面 上 的 应 力 都 成 为 压 应 力 ? 

9-4 为 什么 弯曲 与 握 转 组 合 变 形 的 强度 计算 不 能 用 代数 释 加 ? 

9-5 ” 当 杆 件 处 于 弯曲 与 拉 伸 (压缩 ) 组 合 变形 时 ， 杆 件 横 截面 上 的 正 应 力 是 如 何 分 布 
的 ? 如 何 计算 最 大 正 应 力 ? 

9-6 圆 轴 发 生 弯 曲 与 扭转 组 合 变形 时 ， 横 截面 上 存在 哪些 内 力 ? 危险 点 处 于 什么 样 的 应 
力 状 态 ? 

9-7 “如果 弯曲 与 扭转 组 合 变形 的 圆 轴 用 铸铁 制 成 ， 是 否 仍 可 用 式 (9-14) 一 式 (9-17) 
进行 强度 计算 ? 为 什么 ? 

9-8 某 工 厂 在 修理 机 器 时 ， 发现 一 矩形 截面 拉杆 在 一 侧 有 一 小 裂纹 。 为 了 防止 裂纹 扩 
展 ， 有 人 建议 在 裂纹 尖端 外 一 光滑 小 圆 孔 即 可 。 还 有 人 建议 除 在 上 述 位 置 销 孔 外 ， 还 应 当 在 
其 对 称 位 置 再 销 一 个 同样 大 小 的 圆 孔 。 试 问 哪 一 种 做 法 好 ? 为 什么 ? 

9-9 由 第 三 强度 理论 得 到 的 弯曲 与 扭转 组 合 变形 的 两 个 强度 条 件 表达 式 ， 即 

oa = VJe А2 < [0] 


ба 


一 КЕЛЕ [с] 


其 适用 范围 有 何 区 别 ? 
9-10 试问 思考 题 9-10 图 所 示 各 构件 在 指定 A 截面 上 有 哪些 内 力 分 量 ? 
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а) 5) 
思考 题 9-10 图 





3 й 


9-1 No.14 工 字 钢 悬臂 梁 受 力 如 习题 9-1 图 所 示 。 已 知 梁 的 长 度 = 0.8 m， 所 受 载荷 
Е, = 2.5 КМ, Е, = 1 kN。 试 求 该 梁 危 
险 截面 上 的 最 大 正 应 力 。 

92 悬臂 梁 如 习题 9-2 图 所 示 , 已 
知 集中 横向 载荷 F = 800 М, F, = 
1600 М, 分 别 作 用 在 梁 的 铝 垂 对 称 面 、 
水 平 对 称 面 内 ， 梁 的 半 长 ! = 1m， 材 料 
的 许 用 应 力 Го] = 160 MPa。 试 确定 以 
下 两 种 情形 下 梁 的 横 截 面 尺寸 ，(1) R 
ШУ. Ел = 20; (2) 截面 为 
АЖ. 













习题 9-2 
93 受 均 布 载荷 а 作用 的 矩形 截面 简 支 梁 ， 其 载荷 作用 面 与 梁 的 纵向 对 称 面 间 的 夹 角 为 
30"， 如 习题 9-3 图 所 示 。 已 知 载荷 集 度 g = 2 kN/m， 梁 的 跨度 ! = 4 т, 截面 尺寸 
h = 160 mm, b = 120 mm， 许 用 应 力 [2] = 12 MPa。 试 校 核 此 梁 的 强度 。 
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习题 9-3 图 


94 工 字 钢 简 支 梁 受 力 如 习题 9-4 图 所 示 ， 已 知 正 天 7kN，[o]= 160 MPa， 试 选择 工 
字 钢 的 型 号 。( 提 示 : 首先 假定 W./W, 的 比值 进行 试 选 ， 然 后 再 校 核 ) 





习题 9-4 图 


95 ”和 矩形 截面 直角 折 杆 ABC 如 习题 9-5 Жж. 已 知 所 受 载荷 下 = 4 kN， 其 水 平 倾角 
а = arctan(4/3)， 折 杆 的 长 度 / = 480 mm, а = 120 mm， 截 面 的 宽度 h = 40 mm、 高 度 
b = 20 mm。 试 求 杆 内 的 最 大 拉 应 力 和 最 大 压 应 力 ， 并 作出 危险 截面 上 的 正 应 力 分 布 图 。 

9-6 如 习题 9-6 图 所 示 ， 插 刀 刀 杆 的 主 切削 力 下 = 1 К, 偏心 距 a = 2.5 cm， 刀 杆 直 
径 d = 2. 5 cm。 试 求 刀 杆 内 的 最 大 拉 应 力 和 最 大 压 应 力 。 
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97 一 拉杆 如 习题 9-7 图 所 示 ， 截 面 原 是 边 长 为 a 的 正方 形 ， 拉力 下 与 杆 轴线 重合 ， 后 
因 使 用 上 的 需要 ， 开 一 深 a/2 的 切口 。 试 求 杆 内 的 最 大 拉 应 力 和 最 大 压 应 力 。 并 问 最 大 拉 应 
力 是 截面 削弱 前 拉 应 力 的 几 们 ? 

9-8 习题 9-8 图 所 示 起 重 架 的 最 大 起 吊 重 量 (包括 行走 小 车 等 ) Р = 40 КМ, ЖАС 
由 两 根 No. 18 槽 钢 组 成 ， 材 料 为 Q235 钢 ， 许 用 应 力 [2] = 120 MPa。 试 校 核 横梁 的 强度 。 








习题 9- 8 图 


99 ”螺旋 夹 紧 器 如 习题 9-9 图 所 示 ， 已 知 该 夹 紧 器 工作 时 承受 的 夹 紧 力 下 = 16 kN， 偏 
心 距 。 = 140 mm, ЖЖЖ з ПУД ЛАШ А axb ЯР, ЖЕ a = 20 mm， 许 用 应 力 
[2] = 160 MPa。 试 确定 立 臂 的 宽度 p。 

9-10 习题 9-10 图 所 示 钻 床 的 立柱 为 铸铁 制 成 ， 其 许 用 拉 应 力 Го, |-- 45 MPa， 立 柱 的 
直径 4 = 50 mm。 试 确定 许可 载荷 CF]. 
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9-11 单 辟 液压 机 机 架 及 其 立柱 横 截面 尺寸 如 习题 9-11 图 所 示 ， 已 知 所 受 最 大 载荷 下 = 
有 应 力 [oj = 160 MPa。 试 校 核 机 架 立 柱 的 强度 。 





1600 kN， 材 料 的 许 月 
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í 

| 
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习题 9-11 图 
9-12 习题 9-12 图 所 示 三 角 支 架 ， 已 知 载荷 下 = 200N， 杆 AC 为 直径 d = 20 mm УИ 
截面 钢 杆 ， 钢 材 的 届 服 极限 о, = 235 MPa， 取 强度 安全 因数 = 1.6. ЖА BD 足够 坚固 ， 


试 校 核 杆 AC 的 强度 。 








习题 9-12 图 
913 一手 播 绞车 如 习题 9-13 图 所 示 , 已 知 轴 的 直径 4d = 30 mm， 材 料 的 许 用 应 力 
[2] = 80 MPa。 试 按 第 三 强度 理论 来 确定 绞车 的 最 大 起 吊 重量 P, 





习题 9-13 图 
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9-14 如 习题 9-14 图 所 示 , 已 知 电 动机 的 功率 P = 9107, HE n = 715 r/min， 带 轮 直 
径 D=250 mm, 主轴 的 外 伸 部 分 长 度 1 = 120 mm, E% d = 40 mm, 材料 的 许 用 应 力 
[2] = 60 MPa。 若 不 计 带 轮 自重 ， 试 用 第 三 强度 理论 校 核 主轴 强度 。 





习题 9-14 图 


9-5 ”如 习题 9-15 图 所 示 ， 直 径 为 60 cm 的 两 个 相同 带 轮 ,转速 n = 100 r/min 时 传递 功 
率 已 =7.36kW。 轮 C 上 的 传动 带 沿 水 平方 向 ， 轮 D 上 的 传动 带 沿 铅 垂 方向 。 带 的 松 边 拉力 
Ел; = 1.5 КМ (Fe < Fn), 材料 的 许 用 应 力 [2] = 80 MPa。 若 不 计 带 轮 自重 ， 试 根据 第 三 
强度 理论 选择 轴 的 直径 。 





习题 9-15 图 


9-16 ”如 习题 9-16 图 所 示 ， 已 知 带 轮 的 直径 D = 1.2 п. EW = 5kN， 紧 边 拉 力 为 松 
边 拉力 的 两 倍 ， 即 Ет = 2Fr ， 电 动机 输入 功率 P = 18 kW， 额 定 转速 n = 960 r/min， 传 动 
ШЕНІ = 1.2m， 材 料 的 许 用 应 力 [е] = 50 MPa。 试 根据 第 三 强度 理论 确定 传动 轴 的 直 





习题 9-16 图 


9-17 ”如 习题 9-17 图 所 示 ， 直 径 为 500 mm 的 圆 板 装 在 一 根 外 径 为 60 mm 的 空心 圆柱 上 ， 
圆柱 材料 的 许 用 应 力 [е] = 60 MPa， 圆 板 上 承受 的 风 压 垂直 于 圆 板 平面 ， 压 强 为 2 kPa。 试 
根据 第 三 强度 理论 确定 空心 圆柱 的 内 径 。 
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习题 9-17 图 


918 习题 9-18 图 所 示 为 某 精密 磨床 ， 已 知 电动 机 功率 Р =3К\/, 转子 转速 nn = 1400 r/min, 
重量 И, = 101N， 砂 轮 直 径 D = 250 тт. ЖЕ ү, = 275 N， 砂 轮 所 受 磨 肖 力 Е,: Е. = 
3: 1， 主 轴 的 直径 d = 50 mm、 许 用 应 力 [oj 二 60 MPa。(1) 用 单元 体 表示 出 危险 点 的 应 力 
状态 ， 并 求 出 主 应 力 和 最 大 切 应 力 。(2) 试 按 第 三 强度 理论 校 核 主轴 的 强度 。 











F, 130.. 240 аА 180 


习题 9-18 图 


9-19 习题 9-19 图 所 示 带 轮 传动 轴 ， 已 知 其 传递 功率 P = 7 kW， 转速 = 200 r/min, 
右 侧 带 轮 重 W = 1.8 kKN， 紧 边 拉力 为 松 边 拉力 的 两 倍 ， 即 Fn = 2Fis ， 左 端 齿轮 自重 不 计 ， 
吵 合 力 下 与 齿轮 节 圆 切 线 的 夹 角 ， 即 压力 角 为 20"， 传 动 轴 材 料 的 许 用 应 力 Го] = 80 MPa, 


试 分 别 在 忽略 和 考虑 带 轮 重量 的 两 种 情况 下 ， 按 第 三 强度 理论 估算 轴 的 直径 。 
Ер 





习题 9-19 图 
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9-20 齿轮 传动 轴 如 习题 9-20 图 所 示 ， 已 知 传动 轴 的 直径 d = 22 тт, ЖІ УЮП 
АА а, = 50 mm 与 d = 130 mm， 在 齿轮 I 上 ， 作 用 有 切 向 力 F, = 3. 83 kN、 
径 向 力 F. = 1. 393 kN， 在 齿轮 上 上， 作用 有 切 向 力 F = 1.473kN、 径 向 力 F = 0.536 ЕМ, 
传动 轴 材 料 的 许 用 应 力 [oj] = 180 MPa。 试 按 第 三 强度 理论 校 核 轴 的 强度 。 


„г 8 






习题 9-20 图 


9-21 如 习题 9-21 图 所 示 ， 水 平 钢 制 直角 拐 轴 受 铅 垂 载荷 下 的 作用 ,已 知 下 一 1kN， 
材料 的 许 用 应 力 [oj] = 160 MPa。 试 按 第 三 强度 理论 确定 轴 AB 的 直径 。 





习题 9-21 图 l 


9-22 JÆ 9-22 图 所 示 圆 截面 钢 杆 ， 承 
受 轴 向 力 下 与 转 矩 М, 的 作用 ， 杆 的 直径 为 
d， 材 料 的 许 用 应 力 为 [co]。 试 画 出 危险 点 
单元 体 的 应 力 状 态 图 ， 并 按 第 四 强度 理论 建 
立 杆 的 强度 条 件 。 

9-23 “习题 9-23 图 所 示 圆 截面 钢 杆 ， 承 За 
受 横向 载荷 Е. Шр F БЕ М, 0 “ 
ЕН, ЕЯ Е = 500 М, Е, = 15 ЕМ, 习题 9-22 图 
М. = 1.2 КЧ. т, 材料 的 许 用 应 力 [о]= 
160 MPa。 试 按 第 三 强度 理论 校 核 杆 的 强度 。 
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习题 9-23 图 


9-24 ”如 习题 9-24 图 所 示 ， 直 径 为 20 mm 的 圆 轴 受到 弯 矩 M 与 扭矩 工 的 作用 ， 由 试验 
测 得 轴 表 面 上 点 A 沿 轴线 方向 的 线 应 变 eo. = 6X10, 点 B 沿 轴线 成 一 45" 方 向 的 线 应 变 
615 = 4X10“。 已 知 材料 的 弹性 模 量 EE = 200 GPa、 泊 松 比 » = 0.25、 许 用 应 力 [c]= 160 
MPa, WMSE M 与 扭矩 T， 并 按 第 四 强度 理论 校 核 轴 的 强度 。， 








习题 9-24 图 





9-25 ”如 习题 9-25 图 所 示 ， 等 圆 截 面 的 水 平 直角 折 杆 如 图 所 示 ， 已 知 长 度 尺寸 AB = 
900 mm, ВС = 1200 mm， 所 受 铅 垂 载荷 下 天 8kN， 材 料 的 许 用 应 力 [o] = 140 MPa。 试 按 
第 三 强度 理论 确定 该 折 杆 的 直径 。 

9-26 ”如 习题 9-26 图 所 示 ， 飞 机 起 落架 的 折 杆 为 空心 圆 管 。 已 知 圆 管内 径 4 = 70 тт, 
外 径 D = 80 mm， 材 料 的 许 用 应 力 [oj = 100 MPa， 工 作 时 所 受 力 Е, = 1ЕМ, F: = 4 ЕМ, 
试 按 第 三 强度 理论 校 核 折 杆 的 强度 。 








习题 9-25 图 习题 9-26 图 
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在 第 二 章 中 曾 指出 ， 只 要 轴 向 拉 〈 压 ) 杆 横 截 面 上 的 正 应 力 不 大 于 材料 的 
许 用 应 力 ， 就 能 保证 杆 件 正 常 工作 。 这 个 结论 对 于 拉杆 和 粗 短 压 杆 是 正确 的 。 
试验 表明 ， 对 于 较为 细 长 的 压 杆 ， 即 使 满足 强度 条 件 , 但 只 要 所 承受 的 轴 向 压 


力 达 到 一 定 限度 ， 就 有 可 能 突然 变 弯 ， 甚 至 折断 。 

例如 ， 一 根 长 为 300 mm 的 钢板 尺 ， 其 矩形 横 截 面 尺寸 
为 20 mmX1l mm， 许 用 应 力 [о] = 196 MPa， 按 强度 条 件 算 
出 钢板 尺 所 人 允许 承受 的 轴 向 压力 [Е] = A [1 = 3.92 ЕМ, 
但 实际 上 ， 若 将 此 钢板 尺 竖 立 在 桌面 上 ， 用 手轻 压 其 上 端 ， 
发 现 当 压力 不 到 40N 时 ， 钢 板 尺 就 被 明显 压 弯 ， 如 图 10-1 所 
示 。 这 个 压力 值 比 按 强度 条 件 确定 的 3. 92 kN 小 了 两 个 数量 
级 。 当 钢板 尺 被 明显 压 弯 时 ， 就 不 可 能 再 承受 更 大 的 压力 。 

在 工程 中 ， 压 杆 是 很 常见 的 。 例 如 ， 图 10-2a 所 示 内 燃 
HATI АО ЕЕ, Р 10-2b 所 示 千 斤 顶 的 螺杆 ， 10-2c 所 示 
磨床 液压 装置 的 活塞 杆 ， 析 架 中 的 受 压 杆 件 等 。 对 于 压 杆 的 
设计 ， 必 须 考虑 稳定 性 问题 。 

以 图 10-3a ИН ЕЖЕН, Яғ 
的 压力 下 与 杆 的 轴线 重合 。 当 轴 向 压力 下 较 小 时 ， 杆 在 力 下 





图 10-1 


作用 下 能 够 稳定 地 保持 其 原 有 的 直线 平衡 形式 ， 即 使 在 微小 的 侧 向 干扰 力作 用 
TERMS LE 10-3a)， 但 当 干 扰 力 撤除 后 ， 压 杆 又 将 回复 到 原来 的 直线 平 
Му САН 10-3b)。 这 表明 压 杆 直线 形式 的 平衡 是 稳定 的 ， 称 为 稳定 平衡 。 
当 轴 向 压力 下 逐渐 增加 到 某 一 特定 数值 .时 ， 压 杆 在 外 界 干扰 下 一 旦 偏离 了 其 
直线 平衡 位 置 ， 即 使 去 除 干扰 后 压 杆 也 不 能 再 回复 到 原来 的 直线 平衡 位 置 ， 而 
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是 在 某 个 微 弯 形 态 下 维持 平衡 〈 见 图 10-3c) 。 此 时 ， 如 进一步 增加 压力 ， 杆 件 
必然 被 进一步 压 弯 ， 直 至 折断 。 这 表明 压 杆 原 有 的 直线 形式 的 平衡 是 不 稳定 的 ， 
称 为 不 稳定 平衡 。 压 杆 丧 失 其 原 有 的 直线 形式 平衡 的 现象 称 为 失 稳 。 








某 一 特定 压 杆 的 平衡 稳定 与 否 ， 取 

决 于 轴 向 压力 下 的 大 小 。 压 杆 从 稳定 平 

衡 过 渡 到 不 稳定 平衡 所 对 应 的 轴 向 压力 

的 临界 值 称 为 压 杆 的 临界 压力 或 临界 \ 

H, НЕ. ШЕ 二 F。， 压 杆 将 | 

保持 稳定 ; 当下 > Fo ЕНЕ | 

失 稳 。 
工程 结构 中 的 压 杆 失 稳 具有 突 发 

Ж, 往往 会 引起 严重 的 事故 。 例 如 ， ШЕ ы A 

1907 年 ， 加 拿 大 长 达 548 m 的 魁北克 大 图 10-3 

桥 在 施工 时 由 于 两 根 压 杆 失 稳 而 引起 志 

， 塌 ， 造 成 数 十 人 死亡 ;2010 年 1 月 3 日 ， 通 往 国内 菜市 新 机 场 的 一 座 在 建 桥梁 

施工 时 因 支 撑 结构 中 的 压 杆 失 稳 而 地 塌 ， 共 导致 40 余人 死伤 ， 等 等 。 压 杆 失 稳 


F E< Fy F= Е; 


第 十 章 压 杆 稳定 249 


是 有 别 于 强度 和 刚度 失效 的 另 一 种 具有 极 大 破坏 性 的 失效 方式 。 因 此 ， 工 程 中 
必须 对 压 杆 进行 稳定 性 计算 。 

除 压 杆 外 ， 某 些 其 他 构件 也 存在 着 稳定 性 问题 。 例 如 ， 图 10-4a 所 示 承 受 外 
压 的 薄 壁 圆 简 ， 当 外 压 g 达到 或 超过 一 定数 值 时 ， 圆 形 截面 将 突然 变 为 椭圆 形 ; 
图 10-4b 所 示 狭 长 矩形 截面 粱 ， 当 作用 在 自由 端的 载荷 F 达到 或 超过 一 定数 值 
时 ， 梁 将 突然 发 生 侧 向 失 稳 。 这 些 也 都 是 在 工程 设计 中 需要 注意 的 问题 。 





图 10-4 


本 章 主要 介绍 中 心 受 压 直 杆 的 稳定 性 问题 。 





Жон AJKA R 


-. Amak ЕЩ 7 Н] ЕК А0 


图 10-5а ЖАЖА МОР НО НК 52 Е АЕ. ШІНІРТІЖ., {НГЕ 7] 
F 达到 临界 力 下 时， 床 杆 将 由 直线 形式 平衡 转变 为 微 弯 的 曲线 形式 平衡 。 可 以 
认为 ， 临 界 力 FF, 是 使 压 杆 保持 微 论 平衡 的 最 小 轴 向 压力 。 

在 图 10-5a 中 , 设 下 之 下 ,， 压 杆 处 于 微 弯 的 曲线 平衡 状态 。 建 立 图 示 坐 标 
系 ， 利 用 截面 法 ， 由 平衡 方程 得 压 杆 任 一 x ЖП ЕВО ЯБ ( 见 图 10-5b) 

М(х) = -Ғш (а) 

假定 o 三 oc,， 材 料 在 线 弹性 范围 内 ,将 式 (а) 代入 梁 的 挠 曲线 近似 微分 方 

Е.Ж 





2 
КН -fw Cb) 
令 
в = се) 


由 式 (b) 得 微分 方程 
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图 10-5 
а? 
кте th ше 0 (d) 
方程 (4) 的 通 解 为 
w = Аѕіпёх - Всоѕёх (е) 


式 中 ， 积 分 常数 A、B 由 压 杆 的 位 移 边 界 条 件 决 定 。 
在 zx = 二 0 处 , w = 0, RAR (е) 得 B = 0。 于 是 式 (e) 成 为 


w = Asinkx (£) 
Жл-іЖ, w = 0, RAR ({) 得 

Asinkl = 0 (g) 
ЖЕКА РК, А550, WEA 

sinkl = 0 

满足 此 条 件 的 kl 值 为 
Ы = пп (п = 0,1,2,:%") (h) 

联 立 式 (с) MA (h), 得 

Е- ят ЕТ G) 


压 杆 的 临界 力 Fe 是 使 压 杆 在 微 弯 状态 下 保持 平衡 的 最 小 轴 向 压力 ， 因 此 ， 
在 上 式 中 取 n 二 1， 即 得 两 端 铵 支 细 长 压 杆 的 临界 力 计 算 公 式 
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«ЕП 
77 

ЕЖУ РИ зи Е ЖЕНУ АА Қ. 

ТЕ ЙЭ АРЕН Г. HIED АЈ Е тат РЧ 89319 КЁ EI 不 同 ， 则 
压 杆 总 是 在 抗 弯 刚 度 最 小 的 平面 内 发 生 弯曲 。 因 此 ， 式 (10-1) 中 截面 的 形 心 主 
RERE 工 应 取 其 中 的 最 小 值 min o 

由 欧 拉 公式 可 见 ， 细 长 压 杆 的 临界 力 与 压 杆 的 抗 弯 刚度 ЕТ 成 正比 ， 与 杆 长 
2 的 平方 成 反比 。 

【 例 10-1 如 图 10-6 тл, ИТНО ТАН ЕР ЕЗ, ЯИК = 2 т, 
面 尺 寸 = 40 тт, h = 90 тт, ИЖАУ ВЕ Е Е = 200 GPa。 试 确定 此 压 杆 的 临界 力 。 


Fi = 





(10-1) 





图 10-6 


解 : BRIL <I, WEF 1, 计算 临界 力 。 


I, --- Х90 ттХ 40° mm’ = 48X10 m' 


12 
将 其 代入 式 (10-1) 即 得 该 压 杆 的 临界 力 


т-ЕІ, тХ200Х10” РаХ48Х107% т! 
ПЫ (2 m)’ 


二 、 其 他 杆 端 约束 条 件 下 细 长 压 杆 的 临界 力 


由 前 面 分 析 可 知 ， 压 杆 的 临界 力 与 杆 端 约束 条 件 有 关 。 对 于 其 他 杆 端 约束 
条 件 下 的 细 长 压 杆 ， 可 采用 类 似 方法 推出 其 临界 力 计 算 公式 。 表 10-1 给 出 了 相 
应 结果 。 


Fa = 





= 236. 8X 10° N = 236.8 kN 
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表 10-1 各 种 杆 端 约束 条 件 下 等 截面 细 长 压 杆 临界 力 的 计算 公式 


两 端 固 定 但 可 
沿 轴 向 相对 移动 















两 端 固定 但 可 
沿 横向 相对 移动 
For 

















AS e 





АА 
C 一 挠 曲线 拐点 





CC 一 搁 曲 线 损 点 |C, 站 一 挠 曲线 拐点 
























x EI 


临界 力 Fe WEI z EI 
2 (0. 52)? 


欧 拉 公式 і = T0. 70? 
KEA Sy р == 1 и 2 0.7 и = 10.9 р = 2 жс 
































ж 10-1 给 出 的 在 其 他 杆 端 约 东 条 件 下 细 长 压 杆 临界 力 的 计算 公式 ,实际 上 
可 以 利用 两 端 铵 支 细 长 压 杆 的 欧 拉 公式 ， 通 过 比较 失 稳 时 的 挠 曲线 形状 ， 用 类 
比 法 得 出 。 注 意 到 ， 对 于 两 端 铵 支 压 杆 ， 因 两 端 截面 的 弯 矩 为 零 ， 故 由 挠 曲线 


曲率 计算 公式 二 一 кіні, PENRE AAE ЖО, MPI ЕШ 


线 的 两 个 拐点 ， 亦 即 其 挠 曲线 的 形状 为 一 个 半 波 正弦 曲线 。 观 察 表 10-1 中 各 种 
杆 端 约束 条 件 下 细 长 压 杆 的 挠 曲线 形状 ， 若 在 挠 曲线 上 能 找到 两 个 拐点 〈 即 弯 
和 矩 为 零 的 截面 ) ， 则 可 把 两 拐点 截面 之 间 的 一 段 杆 看 成 是 两 端 匀 支 压 杆 ， 其 临界 
力 与 具有 相同 长 度 的 两 端 铵 支 细 长 压 杆 的 临界 力 相同 。 

以 两 端 固定 但 可 沿 轴 向 相对 移动 的 细 长 压 杆 为 例 ， 由 于 挠 曲线 在 距离 两 端 
点 1/4 处 各 有 一 个 拐点 ， 中 间 长 为 1/2 的 一 段 成 为 一 个 “ 半 波 正弦 曲线 ”， 因 此 
可 将 其 视 为 长 为 1/2 的 两 端 匀 支 压 杆 ， 其 临界 力 即 为 

y w EI 
ж“ 00.57) 

对 于 一 端 固 定 、 一 端 自由 的 压 杆 ， 其 挠 曲线 为 半 个 “ 半 波 正弦 曲线 ”， 若 将 
挠 曲线 对 称 地 向 下 延伸 ， 则 需要 两 倍 的 长 度 才 能 完成 一 个 “ 半 波 正弦 曲线 ”。 因 
此 其 临界 力 与 长 为 2 МАЗ ЕС ЕЖЕН, ШІ > 

xw EI 


F (10-2) 


Fa = GD? (10-3) 
上 述 各 种 杆 端 约束 条 件 下 细 长 压 杆 临界 力 的 欧 拉 公 式 可 统一 写成 下 列 形式 : 
Е,- т-ЕІ (10-4) 





Сар)? 
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AF, a 称 为 压 杆 的 长 度 因 数 ， 它 反映 了 不 同 杆 端 约 束 条 件 对 压 杆 临界 力 的 影 
ІҢ; pl 称 为 压 杆 的 相当 长 度 ， 可 理解 为 把 不 同 杆 端 约束 条 件 的 压 杆 折算 成 两 端 
ЖҮННЕН, 

必须 指出 ， 表 10-1 中 的 и 值 是 在 理想 的 杆 端 约束 条 件 下 得 出 的 。 工 程 实际 
中 压 杆 的 杆 端 约束 情况 往往 比较 复杂 ， 其 长 度 因数 y 应 根据 杆 端 实际 受到 的 约 
RER, AR 10-1 作为 参考 来 加 以 选取 。 在 有 关 设 计 规 范 中 ， 对 各 种 压 杆 的 jy 
值 都 有 具体 规定 。 

【 例 10-2】 一 端 固定 、 一 端 自由 的 中 心 受 压 细 长 直 杆 ， 已 知 杆 长 ! = 1m， 材 料 的 弹性 模 
Ж E = 200 GPa。 当 分 别 采用 图 10-7 所 示 三 种 截面 形状 时 ， 试 计算 其 临界 力 。 





кс 
А=518 mm? 


А=507.6 тт? 
а) b) с) 


解 : 一 端 固定 、 一 端 自 由 细 长 压 杆 的 长 度 因数 w = 2. 


(1) ЖЖ 
截面 的 最 小 惯性 矩 
Imin = $x 60x10 m)X (10X107 m)? = 0. 42X 107° mt 


代入 欧 拉 公式 ， 得 压 杆 临界 力 
m Elmin д Х(200Х10% Ра) Х(0.42Х107% т!) 





Р = р) CXI т) шы 
(2) 45Х45Х6 等 边 角 钢 
由 型 钢 表 查 得 截面 的 最 小 惯性 矩 р 
| Гь = $.89Х%Х107® m 
代入 欧 拉 公式 ， 得 压 杆 临 界 力 
РЫ T Elmin _ т X (200Х10° Ра) X (3.89107* m) _ 19200 N 


D? (2х1 m)? 
(3) 圆 环形 截面 
圆 环形 截面 在 各 个 方向 上 的 惯性 矩 相 等 ， 为 


зен 288-289 X107”? mt -7.22Х1078 mt 


代入 欧 拉 公式 ， 得 压 杆 临界 力 
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xW EI A п? X (200 х 10° Ра) X (7. 22X107? т! 
= Тар (2х1 т)? 


注意 到 ， 虽然 本 例 中 三 种 截面 的 面积 基本 相等 ,但 因 其 形状 不 同 ，Ii, ЖІ. Ж н Л 
相差 很 大 。 其 中 ， 以 空心 圆 截面 杆 的 临界 力 为 最 大 ， 稳 定性 为 最 好 。 


) = 35630 М 








第 三 节 临界 应 力 的 欧 拉 公式 


一 、 临 界 应 力 与 压 杆 柔 度 


当 压 杆 处 于 由 稳定 平衡 向 不 稳定 平衡 过 渡 的 临界 状态 时 ， 横 截面 上 的 名 义 
平均 应 力 称 为 压 杆 的 临界 应 力 ， 用 о. 表示。 根据 式 (10- 4)， 细 长 压 杆 的 临界 
应 力 





ӨЗА ЧА" 加 (а) 
其 中 | 
еп 
= (b) 
为 截面 的 惯性 半径 〈 见 第 六 章 第 二 节 ) 。 令 
д = (10-5) 


则 式 (а) 成 为 





(10-6) 


上 式 称 为 临界 应 力 的 欧 拉 公式 。 其 中 ，》 = 经 称 为 压 杆 的 柔 度 或 长 细 比 。 压 杆 


柔 度 4 的 量 纲 为 一 。 它 综合 反映 了 压 杆 的 长 度 、 截 面 和 杆 端 约 束 条 件 对 临界 应 
力 ou 的 影响 。 当 材料 一 定时 ， 压 杆 的 柔 度 越 大 ， 其 临界 应 力 就 愈 小 ， 压 杆 也 就 
愈 容易 失 稳 。 

一 般 情况 下 ， 压 杆 在 不 同 的 纵向 平面 内 具有 不 同 的 柔 度 。 显 然 ， 压 杆 失 稳 
必然 首先 发 生 在 柔 度 最 大 的 纵向 平面 内 。 因 此 ， 压 杆 的 临界 应 力 应 按 柔 度 的 最 
大 值 ,来 计算 。 


二 、 欧 拉 公 式 的 适用 范围 
欧 拉 公式 是 在 线 弹 性 的 条 件 下 推导 出 来 的 ， 因 此 ， 它 的 适用 范围 为 
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2 
бе 一 са 4 б, (с) 
或 者 
>», (10-7) 
其 中 
2 
„= [ЕКЕ (10-8) 


Op 
为 决定 欧 拉 公 式 能 否 适用 的 压 杆 柔 度 的 界限 值 ， 与 材料 的 力学 性 能 有 关 。 当 
) >A, 时 ， 欧 拉 公 式 适 用 ; 反之， 欧 拉 公 式 就 不 适用 。 满 足 ) 22А, 的 压 杆 称 为 
大 柔 度 杆 ， 也 称 为 细 长 杆 。 
例如 ，Q235 钢 的 弹性 模 量 下 = 206 GPa、 比 例 极 限 o, = 200 MPa, IRAR 


(10-8)， 得 
XE [2 206 Хх 10° Ра 
== z -------------24100 
А с, 200Х10% Ра 


这 意味 着 ， 用 0235 钢 制 成 的 压 杆 ， 只 有 当 其 柔 度 4 > 100 时 欧 拉 公 式 才 适 用 。 





第 四 节 ”临界 应 力 的 经 验 公 式 


一 、 临 界 应 力 的 经 验 公式 


若 压 杆 的 柔 度 》 小 于 1,， 欧 拉 公式 就 不 能 使 用 。 对 这 类 压 杆 的 稳定 性 计算 ， 
工程 中 一 般 采 用 以 试验 结果 为 依据 的 经 验 公 式 。 常 用 的 经 验 公 式 有 直线 公式 和 
抛物 线 公式 。 
1. 直线 公式 
直线 公式 将 压 杆 的 临界 应 力 о. GREA 表达 为 下 述 的 线性 关系 : 
са = a—bàÀ (10-9) 
RH, a, b 为 与 材料 的 力学 性 能 有 关 的 常数 ， 单 位 都 是 MPa。 
对 于 塑性 材料 压 杆 ， 若 发 生 稳 定性 失效 ， 则 按 上 式 计 算出 的 临界 应 力 a 应 
低 于 材料 的 届 服 极限 c.， 即 应 有 
or = a—bA < о, (а) 
或 者 
à >à, (10-10) 
其 中 
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а--б, 
b 


为 直线 公式 能 够 适用 的 压 杆 柔 度 的 最 小 界限 值 ， 与 材料 的 力学 性 能 有 关 。 

综 上 所 述 ， 直 线 公 式 (10-9) 的 适用 范围 为 4 二 4 二 4,。 这 类 压 杆 称 为 中 
柔 度 杆 或 中 长 杆 。 表 10-2 中 给 出 了 一 些 常用 材料 的 a、5、4, А. ЖИВ, (А 
参考 。 


A = 





(10-11) 


R 10-2 MARAH а, b, л, 和 4, 值 








373 MPa 
235 MPa 


优质 碳 钢 оь > 471 MPa 
461 60 

в. = 306 MPa 

硅钢 сь 510 MPa 


353 MPa 








对 于 入 科 入 的 压 杆 ， 一 般 不 会 失 稳 ， 而 只 会 发 生 强 度 失效 (塑性 届 服 或 脆 


性 断裂 ) ， 这 类 压 杆 称 为 小 柔 度 杆 或 粗 短 杆 。 
2. 抛物 线 公式 | 
在 工程 中 ， 有 时 采用 抛物 线 公式 来 计算 中 、 小 柔 度 压 杆 的 临界 应 力 ， 即 将 
临界 应 力 vc 表达 为 柔 度 的 二 次 函数 
De зе РЫ (10-12) 
RP, а. b 是 与 材料 力学 性 能 有 关 的 常数 。 


二 、 临 界 应 力 总 图 


压 杆 的 临界 应 力 与 柔 度 之 间 的 关系 曲线 称 为 压 杆 的 临界 应 力 总 图 。 
图 10-8a、b 分 别 为 对 应 于 直线 公式 、 抛 物 线 公 式 的 压 杆 的 临界 应 力 总 图 ， 该 图 
直观 地 表达 了 压 杆 的 临界 应 力 о ВЕЗЕ А 的 变化 规律 。 由 图 可 见 ， 压 杆 的 柔 度 А 
AKR, BAMI о. ЖЛ. 

设 压 杆 的 柔 度 为 +、 工作 应 力 为 as， 显 然 ， 当 点 (4,o) 位 于 临界 应 力 总 图 的 
下 方 时 ， 压 杆 的 平衡 状态 是 稳定 的 ; 位 于 临界 应 力 总 图 的 上 方 时 ， 压 杆 的 平衡 
”状态 是 不 稳定 的 ; 正好 位 于 临界 应 力 总 图 之 上 时 ， 压 杆 则 处 于 临界 状态 。 
应 该 指出 ， 压 杆 稳定 与 否 ， 是 由 压 杆 的 整体 变形 决定 的 , 个别 截面 处 的 局 
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部 削弱 〈 如 孔 、 槽 等 ) 对 压 杆 的 整体 变形 影响 很 小 。 因 此 ， 在 计算 压 杆 的 临界 
应 力 时 ， 可 采用 未 经 削弱 的 截面 的 几何 性 质 。 











а) b) 


图 10-8 


【 例 10-1 如 图 10-9 ж, 一端 固定 、 一 端 贸 
支 的 立柱 由 一 根 No. 25a 工 字 钢 制 成 ， 材 料 为 Q235 
钢 。 已 知 立柱 长 / = 3.6 m， 弹 性 模 量 E = 206 GPa, 
试 求 此 立柱 的 临界 力 。 若 将 约束 条 件 先后 改 为 两 端 
铵 支 、 两 端 固定 但 可 沿 轴 向 相对 移动 ， 则 立柱 的 临 
界 力 将 会 有 何 变化 ? 

解 : (1) 一 端 固定 、 一 端 匀 支 

立柱 长 度 因数 jy = 0.7。 由 型 钢 表 中 查 得 
No. 25a 工 字 钢 的 截面 几何 性 质 A = 48. 541 cm’, 
imn 2.4 сш, Imn = 280 ст‘, HÆ 10-2 查 得 0235 
ІІМ Ap = 100, А, = 61.4. 








立柱 柔 度 
д =з ш _ 0.7 Х3600 mm _ 105 > А, 
ъа 24 тт 








属于 细 长 杆 ， 故 由 欧 拉 公式 得 其 临界 力 


Elman _ n? Х(206Х10% Ра) Х(280Х107% mt) 
T (0.7X3. 6 m)’ 


(2) Р Е 
ЖәНЕ НЕН ГЕ Ж ЕАС р Т Ў Е, ЛУКЕ и = 1, ЖЖ 


Ж = Ш-10Хх3600 тп _ 
і 24 mm 











896.4Х10% М = 896.4 kN 





150 > А, 


仍 为 细 长 杆 ， 由 欧 拉 公式 得 


х ЕТ т X(206X10° Pa) X (280X107? т!) 
Р (3.6 m)? 


临界 力 显著 降低 。 











= 439. 3X 10°? М = 439.3 kN 
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(3) 两 端 固定 但 可 沿 轴 向 相对 移动 
КЕН р = 0.5， 立 柱 柔 度 


А <А = 


属于 中 柔 度 杆 ， 故 采用 直线 公式 计算 临界 应 力 。 HK 10-2 查 得 Q235 钢 的 a = 304 MPa, b 
= 1.12 MPa。 由 式 (10-9) 得 临界 应 力 
au 一 4 一 以 = 304 МРа— 1. 12 MPaX75 = 220 MPa 


eL 0. 5X 3600 mm _ 


i 24 mm 78 <А, 


故 得 临界 力 
Fa = ө.А = 220 МРаХ 48. 541 mm? = 1068Х10% N = 1068 ЕМ 


明显 高 于 前 两 种 情况 。 





CG 10-41 某 机 器 连 杆 如 图 10-10 所 示 ， 其 工作 时 主要 承受 轴 向 压力 。 已 知 连 杆 材料 为 
碳 钢 ， 弹 性 模 量 E = 210 GPa, ШЙ В о. = 306 MPa。 试 确定 该 媳 杆 的 临界 力 。 并 说 明 其 
横 截面 的 设计 是 否 合理 。 









TIN 
ЫМ М 


5 





кз 








ER 


52 


WM 








| @ 


N 
М 





解 : (1) HAERE 
由 于 连 杆 在 ry, r-z 两 个 平面 内 的 杆 端 约束 情况 和 抗 弯 刚度 均 不 相同 ， 因 此 ， 必 须 首 先 
算出 连 杆 在 两 个 平面 内 的 柔 度 ， 以 确定 失 稳 平面 。 
在 z-y 平面 内 ， 连 杆 的 两 端 可 视 为 铵 支 ( 见 图 10-10)， 长 度 因数 j= 1, КЇЛ = 
750 тт, 
А = 24 пппХ 12 mm 十 2X6 тап Х 22 mm = 552 mm’ 


_ 12X24 22х6$ 
12 12 


< fha Оба __ 22 
і. = A Вета 11. 6 mm 





Т, тп! +2X ( mmt +22X 6X15’ mm‘ ) = 74200 тт! 
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А Ll _ 1X750 mm 
1. 11.6 тт 











64.7 


ТЕ z-z 平面 内 ， 连 杆 的 两 端 可 视 为 固定 但 可 沿 轴 向 相对 移动 ( 见 图 10-10), 长 度 因数 
ру =0.5, KÆ L = 580 mm. ` 


_ 24х12 6 х 225 
12 


12 


‚ш Wl [14100яой 54 
>= "552 пп” 5. 05 mm 


„la _ 0.5580 mm _ 
iy 11.6 mm 


НА. >As MEIHE z-y 平面 内 失 稳 。 

(2) 计算 临界 力 

НЕН) о, = 306 MPa, Е = 210 GPa, Æ% 10-2 48 А, = 100, А, = 60。 因 为 和 去 
А. 二 4,， 故 连 杆 属于 中 长 杆 ， 用 直线 公式 计算 临界 应 力 。 查 表 10-2 得 а = 461 MPa, b = 
2. 568 MPa。 代 入 式 (10-9)， 得 临界 应 力 

Sa = а bà, = 461 MPa 一 2.568 MPaX 64.7 = 294.9 MPa 
故 连 杆 的 临界 力 
Fa = с„А = 294.9 MPaX 552 mm? = 162.7Х10% N = 162.7 kN 

(3) 由 于 连 杆 在 z-y、xz-z 两 个 平面 内 的 柔 度 人 - = 64.7 与 4, = 57.4 较为 接近 ， 说 明 该 

连 杆 横 截 面 的 设计 比较 合理 。 





1, mm’ 十 2X тап! = 14100 тт! 


А, == 57.4 


{ 说 明 ， 当 压 杆 在 两 个 纵向 平面 内 的 杆 端 约束 条 件 和 抗 过 刚度 均 不 相 : 
i 同时 ， 一 般 需 要 分 别 计算 压 杆 在 两 个 纵向 平面 内 的 柔 度 ， 有 柔 度 较 大 的 纵 : 
; 向 平面 则 为 失 稳 平 面 。 

С] 10-52 如 图 10-11a 所 示 ， 一 长 度 1 = 4m、 两 端 球 形 铵 支 的 立柱 由 Мо. 10 槽 钢 制 作 
而 成 ， 承 受 轴 向 压力 的 作用 。 醒 钢材 料 为 Q235 钢 ， 其 弹性 模 量 Е = 206 GPa, ЖЕЛІН 
fË ap = 100, (1) 试 求 该 立柱 的 临界 力 ; (2) 若 改 用 两 根 No. 10 槽 钢 组 合成 立柱 ( 见 
图 10-11b)， 试 确定 两 模 钢 的 间距 5 和 连接 板 的 间距 h， 并 求 出 该 组 合 立 柱 的 临界 力 。 

解 : (1) 单 根 槽 钢 的 临界 力 

由 型 钢 表 查 得 No. ТО 槽 钢 的 截面 几何 性 质 A = 12. 74 cm, I, = 25.6 ст, I = 198.3 ст”, 
20 = 1.5200. і, = 1.41 сіп, 1, = 3.95 спа, 

ERE 


yl 1Х4т 
W 1. 41X107? m 


属于 细 长 杆 。 故 由 欧 拉 公式 得 该 立柱 的 临界 力 


2 2X X10 ў -8 mé 
Бо ре a О ы д озуу N = 32. 53 ЕМ 


(1х4 т)? 
(2) 组 合 柱 的 几何 尺寸 





de A = 244 252, = 100 
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а) b) 


图 10-11 
为 合理 利用 材料 ， 两 槽 钢 的 间距 应 使 组 合 截面 对 两 根 形 心 主 惯性 轴 的 惯性 矩 相 等 ， 即 有 
[+ (++) А] 29р 
解 得 两 模 钢 间距 





„—( 5 a) = 32а 


Е ВЕ y 轴 失 稳 ( 见 图 10-11b) ， 应 使 单 根 槽 钢 的 柔 度 А, 不 大 于 组 合 柱 的 柔 
Ел. (А. =4,), 即 有 


将 连接 板 对 权 钢 的 约束 视 为 匀 支 ， 由 上 式 即 得 连接 板 间 距 


,1 _1.41X10? mX4m 
ж 25 
d 3.95X10 т 





= 1.43 т 


(3) 组 合 柱 的 临界 力 
组 合 柱 的 柔 度 


y кейі. 36а 
420, %95Х10 т 


属于 细 长 杆 ， 由 欧 拉 公式 得 其 临界 力 
_ ЕСІ.) _ m Х(206Х10” Ра) Х(2Х198.3Х107% m‘) 





= И. 75, 








Fa (ы ЕКТІ 一 503.96 ЕМ 
注意 到 ， 组 合 柱 与 单 根 模 钢 的 临界 力 之 比 

503. 96 kN _ 

32.53kN Т7? 


这 表明 ， 由 两 根 槽 钢 构 成 的 组 合 柱 的 承载 能 力 是 单 根 槽 钢 的 15. 5 倍 。 因 此 ， 在 工程 中 ， 对 于 
用 型 钢 制作 的 重型 钢 立 柱 ， 大 都 采用 组 合 柱 的 形式 。 请 读者 证 明 ， 上 述 组 合 柱 的 承载 能 力 实 
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际 为 单 根 槽 钢 的 27. /1, 1%. 





Жан 讨 杆 的 稳定 计算 .安全 因数 法 


为 了 保证 压 杆 不 发 生 失 稳 ， 必 须 使 其 实际 承受 的 轴 向 压力 下 小 于 压 杆 的 临 
界 力 F.。 考 虑 到 一 定 的 安全 储备 ， 压 杆 的 稳定 条 件 可 表示 为 


п- > т. (10-13) 


式 中 , 7 为 压 杆 的 工作 安全 因数 ;7 为 规定 的 稳定 安全 因数 。 规 定 的 稳定 安全 因 
数 一 般 要 高 于 强度 安全 因数 。 这 是 因为 一 些 难 以 避免 的 因素 ,例如 杆 件 的 初 弯 
曲 、 载 荷 偏心 、 材 料 不 均匀 和 支 座 缺陷 等 ， 将 严重 影响 压 杆 的 稳定 ， 明 显 降 低 
其 临界 力 。 而 同样 是 这 些 因素 ， 对 强度 的 影响 则 不 像 对 稳定 的 影响 那么 显著 。 
稳定 安全 因数 zs 可 从 有 关 设 计 规 范 中 查 到 。 表 10-3 中 给 出 了 几 种 常见 零 构 件 的 
稳定 安全 因数 ， 仅 供 人 参考 。 


表 10-3 几 种 压 杆 的 稳定 安全 因数 


























压 杆 Па | \ Е 
金属 结构 中 的 压 杆 磨床 油缸 活塞 杆 2-5 
TU, RERET HE 低速 发 动机 挺 杆 45-6 
机 床 丝 杠 高 速 发 动机 挺 杆 2-45 
水 平 长 丝 杠 或 精密 丝 杠 拖拉 机 转向 纵横 推 杆 





应 再 次 指出 ， 由 于 压 杆 的 稳定 性 取决 于 杆 件 整 体 的 抗 弯 刚度 ， 因 此 在 进行 
压 杆 的 稳定 计算 时 ， 可 以 不 必 考 虑 杆 件 的 局 部 削弱 《〈 如 锦 钉 孔 或 螺钉 孔 等 )， 而 
采用 未 经 削弱 截面 的 几何 性 质 。 但 对 于 削弱 截面 ， 则 应 补充 进行 强度 校 核 。 

根据 式 (10-13) ， 即 可 进行 压 杆 的 稳定 计算 ， 现 举例 说 明 如 下 ， 

【 例 10-62 千斤 项 如 图 10-12a 所 示 。 已 知 丝 杠 长 度 1 = 375 mm、 有 效 直 径 d = 40 тт, 
所 受 最 大 轴 向 压力 下 = 80kN， 材 料 为 45 钢 ， 规 定 的 稳定 安全 因数 为 n = 4。 试 校 核 丝 杠 的 

解 : (1) 计算 丝 杠 柔 度 

丝 杠 可 简化 为 一 端 国定 、 一 端 自由 的 压 杆 〈 见 图 10-12b)， 长 度 因 数 jy = 2， 惯 性 半径 


қ І а 40 mm 
i СА 4 4 10 mm 
由 表 10-2 查 得 45 钢 〈 优 质 碳 钢 ) 的 柔 度 界限 值 *， = 100, А. = 60, ЖЖЖ 


2X375 mm _ 
10 mm 














<А = = 15:3, 
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а) b) 


属于 中 柔 度 杆 。 
(2) 计算 临界 力 


查 表 10-2 知 45 钢 (优质 碳 钢 ) 的 a = 461 MPa, b = 2.568 MPa。 由 直线 公式 得 丝 杠 的 
临界 力 


Е. = oA = (a—bà)A 
2 -6 2 
= (461Х10% Pa 一 2. 568X10° Ррахтбух 5% 10-0. 337, 1 kN 
(3) 稳定 校 核 
丝 杠 的 工作 安全 因数 


Е. . F | 
n XN оу >n = 4 


80X 10° N 
故 丝 杠 的 稳定 性 符合 要 求 。 





【 例 10-7】 某 磨 床 液 压 装置 如 图 10-13 Ат, BAWEAN D = 65 mm， 活 塞 杆 长 度 
1 = 1250 mm, ЖЕ p = 1.2 MPa, 活塞 杆 材 料 为 35 99. ШИЖ о, = 220 MPa， 弹 性 模 量 
E = 210 GPa， 规 定 的 稳定 安全 因数 n, = 6。 试 确定 活塞 杆 的 直径 。 

解 : 活塞 杆 承 受 的 轴 向 压力 


Е- T Dp = 27 65X107 m)? X (1. 2X 10° Ра) = 3980 N 
由 稳定 性 条 件 得 活塞 杆 临界 力 
Fa > naF = 6х3980 N = 23.9 ЕМ (а) 


因 活塞 杆 的 直径 4 未 知 ， 柔 度 无 法 计算 ， 故 尚 不 能 确定 是 应 用 欧 拉 公式 还 是 经 验 公式 
来 计算 其 临界 力 。 为 此 ， 可 先 假定 活塞 杆 为 大 柔 度 杆 ， 用 欧 拉 公式 进行 试 算 。 


第 十 章 压 杆 稳定 |263 





图 10-13 


活塞 杆 可 视 为 两 端 匀 支 ， 即 取 长 度 因数 y= 1， 由 欧 拉 公 式 有 


z? х(210Х 10° Pa) X аа 


Be ta (1Х1.25 m)? ъ 





联 立 式 (а), Ж (b) 解 得 
а >0.024 т = 24. 6 mm 
ВО d = 25 mm。 再 用 所 取 d 值 计 算 活塞 杆 的 柔 度 


А _ А 1X1250 mm 
і 25 mm 
4 





200 


由 式 (10-8), 得 35 钢 的 柔 度 界 限 值 


= ИСЕ [к X210X 10 Pa _ 07 
С б, 220Х10% Ра 


由 于 4 之 和 pe， 故 原先 假设 为 大 柔 度 杆 是 正确 的 ， 即 可 取 活 塞 杆 的 直径 4 = 25 тт. 











【 例 10-8】 图 10-14a 所 示 结 构 由 杆 АВ 和 梁 CB 构成。 已 知 杆 和 梁 的 材料 均 为 Q235 钢 ， 
НЯНЮ Е = 206 GPa， 柔 度 界限 值 M，= 100, 许 用 应 力 [o] = 160 MPa; 杆 АВ 直径 
d = 80 mm， 两 端 可 视 为 球 贸 ， 规 定 的 稳定 安全 因数 n = 5; 梁 CB 用 No.22a 工 字 钢 制作 。 
试 确定 许可 载荷 Cq]. 

解 : (1) ШЖ CB 的 强度 条 件 确定 许可 载荷 


作出 染 的 弯 矩 图 如 图 10-14с МЖ. ERKE Ma = 9 。 从 型 钢 表 查 得 No. 22a TF 
钢 的 抗灾 截面 系数 W. = 309 em? 。 由 梁 的 弯曲 正 应 力 强度 条 件 








< 8W.Lo] 8Х(309Х107% т?) Х(160Х10% Ра) 


4 5ш 1? (3 ту: 一 43.9 ЕМ/т 
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(2) 由 杆 АВ 的 稳定 条 件 确定 许可 载荷 
Ж АВ Mme, KERM = 1， 惯 性 半径 


ЖЕ 


gL — 1Х3000 mm _ 


деле. 20 mm 


150 > А, = 100 


属于 大 和 柔 度 杆 。 故 采用 欧 拉 公式 得 其 临界 应 力 


2 2 9 
а = Е... CAAA Рао дусто ра = 90,4 МРа 


临界 力 


2 = ? 
Е.А: ох = 90. 410% Рах 55580510 ИГР RN 





杆 AB 所 受 轴 向 压力 Fs = Fs = 92 〈 见 图 10-14b)， 由 压 杆 的 稳定 条 件 


< 2Ea _ 2Х454.4Х10* N 
е, 5х3 т 


综合 以 上 计算 结果 ， 得 此 结构 的 许可 载荷 为 

[9] = 43.9 kN/m 
本 节 所 介绍 的 利用 安全 因数 形式 的 稳定 条 件 进行 压 杆 稳定 计算 的 方法 称 为 
”安全 因数 法 ， 该 法 主要 用 于 机 械 行业 。 在 土木 行业 中 ， 则 通常 采用 下 节 介 绍 的 
折 减 系数 法 。 





= 60.6 kN/m 
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ЖАН 球 杆 的 稳定 计算 折 减 系数 法 


在 进行 压 杆 的 稳定 计算 时 ， 可 以 沿用 强度 计算 的 思路 ， 定 义 
Го, = (10-14) 
为 压 杆 的 稳定 许 用 应 力 ， 从 而 得 到 压 杆 的 稳定 条 件 
с = E< Log] (10-15) 


但 与 强度 许 用 应 力 [о] 不 同 ， 稳 定 许 用 应 力 Lo ] 不 仅 取决 于 材料 ， 还 与 
压 杆 的 柔 度 有 关 。 为 了 便于 计算 ， 将 稳定 许 用 应 力 改写 为 下 列 形 式 : 


[Lo] = glo] (10-16) 
式 中 ， 系 数 
g= Л (10-17) 


的 量 纲 为 一 ， 其 值 小 于 1， 称 为 折 减 系数 或 稳定 因数 。 
将 式 (10-16) 代入 式 (10-15)， 即 得 压 杆 的 折 减 系数 形式 的 稳定 条 件 


pa s =< zii (10-18) 


由 式 (10-17) 可 知 ， 折 减 系数 p 与 材料 以 及 压 杆 柔 度 人 有 关 ， 当 材料 一 
Ht, p 值 仅 取决 于 4*。 在 土木 行业 的 设计 规范 中 ， 给 出 了 常用 材料 的 折 减 系数 o 
BREA 间 的 函数 关系 ， 使 得 运用 式 (10-18) 进行 压 杆 的 稳定 计算 较为 方便 。 
Ж 10-4 中 给 出 了 Q235 钢 、16Mn 钢 和 木材 的 折 减 系数 ， 仅 供 读者 参考 。 


表 10-4 0235 钢 、16Mn 钢 与 木材 的 折 减 系数 




















ГІ 10-9】 某 承 载 结构 如 图 10-15a 所 示 ， 已 知 撑 杆 АВ 为 边 长 4 = 0.1 m 的 正方 形 截面 
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木 杆 ， 其 许 用 应 力 [2] = 10 MPa。 试 根据 撑 杆 АВ 的 稳定 性 来 确定 该 结构 的 许可 载荷 ГЕ]. 





а) b) 


图 10-15 


解 : (1) 建立 撑 杆 АВ 所 受 轴 向 压力 与 载荷 下 间 的 关系 

结构 受 力 如 图 10-15b 所 示 ， 由 平衡 方程 > Me = 0, 得 撑 杆 АВ 所 受 轴 向 压力 
Fag = 3F 

(2) 确定 折 减 系数 


ИТ AB РОЙ Ж. ЖОКИ, 一 1， 截面 惯 性 半径 i 一 [2 = 28. 87 mm， ЖЖ 
a = £L 1X2000 mm 
i cos30° X 28. 87 mm 
根据 X = 80.0， 由 表 10-4 查 得 折 减 系数 pg = 0. 470, 
(3) 稳定 计算 
根据 撑 杆 АВ 的 稳定 条 件 


ЗЕ 
о: ей ене кк тт pLo]= 0.470Х10Х10% Pa 


= 80.0 


解 得 - 
F <15.67 kN 
所 以 ， 该 结构 的 许可 载荷 
ГЕ] = 15.67 kN 





【 例 10-10] 图 10-16 所 示 压 杆 用 工 字 钢 制 成 ,已 知 杆 长 1 = 4.2 m， 所 受 轴 向 压力 F = 
300 kN， 材 料 的 许 用 应 力 [o]= 170 MPa。 试 确定 工 字 钢 的 型 号 。 

解 : 由 于 折 减 系数 要 根据 柔 度 才能 确定 ， 而 柔 度 又 与 压 杆 的 截面 有 关 。 因 此 ， 压 
杆 的 稳定 设计 需 采 用 试 算法 。 

(1) 第 一 次 试 算 ， 取 折 减 系数 p = 0.5。 根 据 稳定 条 件 


300X10? М 


А < op[o]= 0.5Х170Х10% Ра 
1 


ле 
рее 


解 得 此 时 压 杆 的 截面 面积 
А, 之 35.3 cm 
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根据 А, = 35. 3 са” 查 工 字 钢 型 钢 表 ， 可 选 No. 20a Т. 
字 钢 。No. 20a 工 字 钢 的 截面 面积 А! = 35. 578 cm: 、 最 小 惯 
性 半径 imn = 2. 12 cm。 压 杆 柔 度 


РЕК ш _ 0. 7X420 cm _ 
i 2. 12 cm 


ЖИЕ А, = 138.7, Ш Ж 10-4 并 通过 线性 插值 法 得 折 减 
系数 gi = 0.354。 由 于 所 得 到 的 由 与 wm 相差 过 大 ， 故 需 进 
行 第 二 次 试 算 。 


А 





138.7 


(2) 第 二 次 试 算 , Жу, = ATR L 0.427。 根据 稳 
定 条 件 





3 
Ө == мае ф,[о] = 0. 427X170X 10° Ра 
2 2 А 
解 得 此 时 压 杆 的 截面 面积 


А, 2> 41.3 ст? 图 10-16 
根据 А, = 41.3 са 查 工 字 钢 型 钢 表 ， 可 选 Мо. 22а LFA. No. 22a 工 字 钢 的 截面 面积 
А; = 42.128 cm2 、 最 小 惯性 半径 inn = 2. 31 cm, EIZE 


д 01. 9.7420 ст. 
á i 2.31 cm 


根据 4。 = 127. 3， 由 表 10-4 并 通过 线性 插值 法 得 折 减 系数 у, = 0.416， 已 与 p, 相 当 接 
近 。 此 时 ， 工 作 应 力 





127:3 


S00XION _ 
e= A, мах ° mi 71-4 MPa 


稳定 许 用 应 力 
[on] = Ф [0] = 0.416Х170Х10% Pa = 70.7 MPa 
工作 应 力 略 大 于 稳定 许 用 应 力 ， 但 超出 量 不 足 5%， 故 可 以 选用 No. 22а TFA. 





第 七 节 提高 压 杆 稳定 性 的 措施 





由 压 杆 的 临界 应 力 公式 
б. 一 ЕЕ 与 ow 一 & 一 以 
可 知 ， 压 杆 的 承载 能 力 与 压 杆 的 柔 度 及 材料 的 力学 性 能 有 关 。 而 压 杆 柔 度 
R в. 
i І 
А 


又 与 压 杆 的 长 度 、 杆 端 约束 条 件 、 截 面 形状 和 尺寸 有 关 。 因 此 ， 可 以 采用 下 列 
措施 来 提高 压 杆 的 稳定 性 。 
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1. 合理 选择 截面 形状 

无 论 对 于 大 柔 度 杆 还 是 中 小 柔 度 杆 ， 压 杆 的 柔 度 4 愈 小 ， 其 临界 应 力 就 愈 
大 ， 稳 定性 也 就 愈 好 。 由 和 柔 度 计 算 公 式 可 见 ， 在 面积 A 不 变 的 情况 下 ,惯性 矩 I 
愈 大 ， 和 柔 度 4 则 愈 小 。 因 此 ， 应 选择 惯性 矩 较 大 的 截面 形状 。 在 面积 相同 的 条 
件 下 ， 空 心 圆 截 面 杆 就 比 实心 圆 截面 杆 的 临界 力 高 。 当 然 ， 空 心 圆 截面 杆 的 壁 
厚 也 不 能 过 薄 ， 过 薄 则 易 发 生 局 部 折 皱 失 稳 。 

选择 截面 形状 时 还 应 考虑 杆 端 约 束 的 方向 性 。 若 压 杆 两 端 在 各 个 方向 上 的 
约束 性 质 相 同 ， 例 如 球形 贸 支 或 固 端 ， 则 宜 选 择 Г, == Т. 的 截面 形状 ; 若 压 杆 两 
端 在 两 个 主 惯性 平面 内 的 约束 性 质 不 同 ,例如 柱 形 匀 支 ， 则 应 选择 1,751, 的 截 
面 形状 ， 并 使 两 个 方向 上 的 柔 度 大 致 相等 。 经 适当 设计 的 工 字 形 截面 ， 以 及 由 
角钢 或 模 钢 等 组 成 的 组 合 截面 〈 见 图 10-17)， 均 可 以 满足 上 述 要 求 。 





为 了 使 上 述 组 合 截面 压 杆 能 够 如 同 整体 
杆 件 一 样 地 工作 ， 在 各 组 成 杆 件 之 间 ， 还 应 
ЖИН, ЖЗНЕ ( 见 图 10-18). 

2. 增 大 杆 端的 约束 刚度 

杆 端 约束 的 刚性 愈 大 ， 压 杆 的 长 度 因 数 
上 就 愈 小 ， 临 界 力 也 就 愈 大 。 例 如 ， 若 将 一 
端 固定 、 一 端 自由 的 细 长 压 杆 改 为 一 端 固 定 、 
一 端 匀 支 ， 则 由 欧 拉 公 式 知 ， 其 临界 力 可 增 
至 原来 的 8. 16 倍 。 可见， 增 大 杆 端 约 东 刚度 
可 以 有 效 地 提高 压 杆 的 稳定 性 。 图 ”10-18 

3. 减 小 压 杆 的 长 度 

对 于 细 长 压 杆 ， 其 临界 力 与 杆 长 平方 成 反比 。 故 当 结 构 允 许 时 ， 应 尽量 减 
小 压 杆 长 度 或 者 增加 中 间 支 承 ， 以 提高 其 稳定 性 。 例 如 ,在 图 10-19a 所 示 的 两 
端 匀 支 细 长 压 杆 的 中 间 增 加 支承 〈 见 图 10-19b) ， 则 压 杆 的 临界 力 将 增 大 为 原来 
的 4 倍 。 无 颖 钢管 厂 在 轧 制 钢管 时 ， 在 顶 杆 中 部 增加 抱 辊 装置 ( 见 图 10-20), 
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正 是 出 于 这 个 原因 。 


T ENÊ 4т2Е//Р. 











а) b) 


图 10-19 





图 10-20 


4. 合理 选择 材料 

对 于 大 柔 度 杆 ， 选 用 弹性 模 量 已 较 大 的 材料 可 以 提高 压 杆 的 稳定 性 。 然 而 ， 
就 钢材 而 言 ， 因 各 种 钢材 的 值 大 致 相同 ， 故 如 果 仅 从 稳定 性 考虑 ， 通 过 选用 
优质 钢材 替代 普通 钢材 的 方式 来 制造 细 长 压 杆 是 完全 没有 意义 的 。 

对 于 中 柔 度 杆 ， 临 界 应 力 则 与 材料 的 强度 有 关 ， 由 图 10-8a 所 示 的 临界 应 力 
总 图 可 知 ， 中 柔 度 杆 的 临界 应 力 ce 随 着 屈服 极限 о, 和 比例 极限 с, 的 提高 而 增 
大 。 因 此 ， 在 这 种 情况 下 选用 优质 钢材 可 以 提高 中 柔 度 杆 的 稳定 性 。 


复习 思考 题 


10-1 什么 是 压 杆 失 稳 ? 什么 是 压 杆 的 临界 力 ? 
10-2 ”什么 是 长 度 因数 ? 什么 是 相当 长 度 ? 
10-3 ”什么 是 压 杆 柔 度 ? 压 杆 柔 度 与 哪些 因素 有 关 ? 
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10-4 对 于 圆 截 面 细 长 压 杆 ， 若 直径 增加 一 倍 ， 其 临界 力 将 如 何 变化 ? 若 杆 的 长 度 增加 
一 倍 ， 其 临界 力 又 将 如 何 变化 ? 

10-5 如 何 判定 大 柔 度 杆 、 中 柔 度 杆 和 小 柔 度 杆 ? 如 何 求 它们 的 临界 力 ? 

10-6 什么 是 压 杆 的 临界 应 力 总 图 ? 如 何 绘制 临界 应 力 总 图 ? 

10-7 ”如何 提高 压 杆 的 稳定 性 ? 

10-8 计算 中 、 小 柔 度 压 杆 的 临界 力 时 ， 若 误 用 了 欧 拉 公 式 ， 其 后 果 会 如 何 ? 

10-9 满足 强度 条 件 的 等 截面 压 杆 是 否 满足 稳定 条 件 ? 满足 稳定 条 件 的 等 截面 压 杆 是 否 
满足 强度 条 件 ? 为 什么 ? 

10-10 由 四 根 等 边 角 钢 组 成 一 压 杆 ， 其 组 合 截 面 的 形状 分 别 如 思考 题 10-10 图 a、b 所 
示 。 试 问 哪 种 组 合 截面 压 杆 的 承载 能 力 高 ? 为 什么 ? 








Euk 
Ш 


а) b) 
思考 题 10-10 图 


10-11 思考 题 10-11 图 所 示 三 根 细 长 压 杆 ， 除 约束 情况 不 同 外 ， 其 他 条 件 完全 相同 。 试 
问 哪 根 压 杆 的 稳定 性 最 好 ? 哪 根 压 杆 的 稳定 性 最 差 ? 为 什么 ? 








a) b) с) 
思考 题 10-11 图 


10-12 两 端 为 球形 铵 支 的 压 杆 ， 其 横 截 面 如 思考 题 10-12 图 所 示 。 试 问 当 压 杆 失 稳 时 ， 
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横 截 面 将 绕 哪 一 根 轴 转 动 ? 





а) b) с) d) е) 
思考 题 10-12 图 
习 题 


10-5 材料 相同 、 直 径 相等 的 圆 截 面 细 长 杆 如 习题 10-1 图 所 示 ， 已 知 杆 的 直径 а = 160 mm, 
材料 的 弹性 模 量 E = 200 GPa。 试 求 各 杆 的 临界 力 。 

10-2 ”习题 10-2 图 所 示 细 长 压 杆 的 两 端 为 球形 匀 支 ， 弹 性 模 量 Е = 200 GPa， 试 计算 在 
如 下 三 种 情况 下 其 临界 力 的 大 小 。 C) НЕА: 截面 直径 4d = 25 mm, 杆 长 1 = 1 mi 
(2) 矩形 截面 :截面 尺寸 上 = 2h = 40 mm， 杆 长 2 一 2 mi (3) No.16 TFW, ЖК / = 


2 тп. 














а) b) c) 
习题 10-1 图 习题 10-2 图 
10-3 ”一 木 柱 两 端 为 球形 铵 支 ， 横 截面 为 120 mmX 200 mm 的 矩形 ， 长 度 为 4m， 弹 性 模 


Ш E = 10 GPa， 比 例 极 限 mw = 20 MPa， 直 线 公式 中 的 经 验 常数 = 28.7 MPa, b = 0. 19 MPa. 
试 求 该 木 柱 的 临界 应 力 。 
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10-4 习题 10-4 图 所 孙 压 杆 的 截面 为 125 X 125X8 的 等 边 角 
钢 ， 材 料 为 Q235 钢 ， 弹 性 模 量 下 = 206 GPa。 试 分 别 求 出 当 其 长 度 
1 = ?2тЖ1 = 1m 时 的 临界 力 。 
10-5 ” 试 计算 欧 拉 公 式 适 用 的 压 杆 柔 度 的 界限 值 4,， 如 果 压 杆 
分 别 用 下 列 两 种 材料 制 成 : (1) 比例 极限 o = 220 MPa、 弹 性 模 量 
E = 205 GPa 的 碳 钢 ; (2) 比例 极限 op = 20 MPa、 弹 性 模 量 E = 
11 GPa 的 松木 。 ~ 125 Х125Х8 
10-6 习题 10-6 图 所 示 为 某 飞 机 起 落架 中 承受 轴 向 压力 的 斜 撑 
杆 ， 其 两 端 可 视 为 匀 支 。 已 知 斜 撑 杆 用 空心 钢管 制作 ， 外 径 D = 
52пип, ҖАЕ а = 44 mm, 长 度 = 950 mm， 弹 性 模 量 Е = 
210 GPa， 比 例 极 限 op = 1200 MPa， 强 度 极限 m = 1600 MPa. W А 


求 该 斜 撑 杆 的 临界 力 和 临界 应 力 。 кышу 








习题 10-6 图 


10-7 钢 制 矩形 截面 压 杆 如 习题 10-7 图 所 示 。 已 知 压 杆 的 长 度 ! = 2.3 m， 截 面 尺 才 
b = 40 mm, h = 60 mm, WHERE E = 206 GPa, ЕЖ о, = 200 MPa, Æ х-у 平面 内 
Е, E z-z 平面 内 为 长 度 因 数 w = 0.7 的 弹性 固 支 。 试 求 该 杆 的 临界 力 。 





习题 10-7 图 


10-8 如 习题 10-8 图 所 示 , 已 知 圆 形 截面 杆 AB 的 直径 d = 80 тт, А 端 固定 ，B 端 与 
方形 截面 杆 BC HARRER; 方形 截面 杆 BC 的 截面 边 长 4 = 70 тат, СШ, KER 
寸 1 = 3 m。 若 两 杆 材 料 均 为 Q235 钢 ， 弹 性 模 量 Е = 206 GPa， 试 求 其 临界 载荷 。 

10-9 某 内 燃 机 的 挺 杆 长 /== 25.7 cm， 圆 形 截面 的 直径 4 = 8 mm， 弹 性 模 量 E = 210 GPa, 
比例 极限 o, = 240 MPa， 所 受 最 大 轴 向 压力 下 = 1.76 kN， 两 端 可 视 为 球形 匀 支 。 若 规定 的 
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稳定 安全 因数 п. = 3， 试 校 核 该 挺 杆 的 稳定 性 。 





习题 10-8 图 


1010 ”由 三 根 相 同 钢 管 匀 接 而 成 的 支架 如 习题 10-10 图 所 示 。 已 知 钢管 的 外 径 D = 
30 mm， 内 径 d = 22 тп, КЖ/-2.5п, 材料 的 弹性 模 量 玉 = 210 GPa。 若 取 稳 定安 全 因 
Жп. = 3， 试 求 许可 载荷 LF]。 

10-11 蒸汽 机 车 的 连 杆 如 习题 10-11 图 所 示 ， 截 面 为 工 字形 ， 材 料 为 Q235 钢 ， 弹 性 模 
Ж Е = 206 GPa。 连 杆 所 受 最 大 轴 向 压力 为 465 kN。 连 杆 在 摆动 平面 (z-y 平面 ) ЖЕЖ 
曲 时 ， 两 端 可 视 为 铵 支 ;而 在 与 摆动 平面 垂直 的 x-z 平面 内 发 生 弯 曲 时 ， 两 端 可 视 为 长 度 因 
Жол = 0.7 的 弹性 固 支 。 若 取 稳 定安 全 因数 n = 2.5， 试 校 核 其 稳定 性 。 
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习题 10-10 图 习题 10-11 图 


10-12 平面 结构 如 习题 10-12 Жж. АВ 为 刚性 梁 ，BC 是 直径 为 4d = 40 mm 的 圆 截 
Ш. 已 知 杆 BC 的 弹性 模 量 EE = 206 GPa, ЖЕЖ ИН А, = 100, А, = 61.4， 经 验 公 
IÈ cu = а БА 中 的 常数 a = 304 MPa, b = 1.12 MPa， 规 定 的 稳定 安全 因数 n = 3。 试 确定 
该 结构 的 许可 载荷 ГЕЈ. 

10-3 已 知 习题 10-13 图 所 示 千 斤 顶 的 最 大 起 重量 下 = 120 kN， 丝 杠 根 径 4 = 52 mm, 
AK = 600mm, HEA л = 100 mm， 丝 杠 用 0235 AHR, MERE E = 206 GPa, Ж 
规定 的 稳定 安全 因数 п. = 4， 试 校 核 该 千斤 顶 的 稳定 性 。 
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习题 10-12 图 习题 10-13 图 


10-4 自制 简易 起 重 机 如 习题 10-14 图 所 示 , 已 知 压 杆 BD 用 No. 20 ЖЕ. Р 
ЖЕ Ж, МЕУ 9235 W, НЕЕ E = 206 GPa， 起 重 机 的 最 大 起 重量 Р = 40kN。 若 规 
定 的 稳定 安全 因数 n,, = 5， 试 校 核 压 杆 BD 的 稳定 性 。 

10-15 ” 托 架 如 习题 10-15 图 所 示 , 已 知 压 杆 AB 的 直径 4d = 40mm, 长 度 / = 800 mm, 
两 端 为 球 匀 支 承 ， 材 料 的 弹性 模 量 E = 206 GPa， 规 定 的 稳定 安全 因数 n= 2.0. (1) 试 按 
压 杆 АВ 的 稳定 条 件 求 出 托 架 所 能 承受 的 最 大 载荷 FE; (2) 若 横梁 CD 为 No 18 工 字 钢 ， 
许 用 应 力 (в1- 160 MPa， 试 问 托 架 所 能 承受 的 最 大 载荷 F.. 是 否 会 有 变化 ? 


(В 15m -| 0зт -| 











习题 10-14 习题 10-15 图 


10-16 ”如 习题 10-16 图 所 示 ，Q235 钢管 在 1 = 20 人 时 安装 ， 安 装 时 钢管 不 受 力 。 已 知 
钢材 的 线 胀 系数 a = 12.510 °С, MERE E = 206 GPa。 试 问 当 温 度 升 高 到 多 少 摄氏 
度 时 ， 钢 管 将 失 稳 ? 

10-7 习题 10-17 图 所 示 立 柱 长 2 = 6m， 由 两 根 No. 10 AAR, tE MR A ERE Е 
支 ， 根部 为 固定 端 。 已 知 材料 的 弹性 模 量 Е = 206 GPa、 比 例 极限 o = 200 MPa。 试 问 当 a 
多 大 时 立柱 的 临界 力 取 得 最 大 值 ? 该 最 大 值 是 多 少 ? 
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习题 10-16 图 习题 10-17 图 


10-18 钢 结构 如 习题 10-18 图 所 示 ， 已 知 横梁 АВ 为 №. 16 工 字 钢 ， 压 杆 BC 为 直径 等 

于 60 mm 的 圆 截面 杆 ， 横 梁 АВ 与 压 杆 BC 的 材料 相同 ， 弹 性 模 量 玉 = 205 GPa， 届 服 极限 

о, = 275 MPa， 压 杆 柔 度 界限 值 4, = 90, А, = 50， 规 定 的 强度 安全 因数 n = 2， 稳 定安 全 ， 

因数 n = 3。 试 确定 该 钢 结构 的 许可 载荷 СЕ]. 
Е 


Мо.16 





lm 





习题 10-18 图 


10-19 托 架 如 习题 10-19 图 所 示 ， 已 知 载荷 集 度 д = 20 kN/m, 长度 尺寸 СВ = 3 т, 
BD = 1m, СА = 2 m. 撑 杆 AB 为 圆 截面 钢 杆 ， 
直径 d = 80 mm, ЖАП ТЖ. М ЖЕУ 0235 Ж. 
ТЕБІНЕ = 206 GPa, ЕНЕНЛІНІН 2, = 100, 
А, = 61.4， 直 线 公 式 中 的 经 验 常数 = 304 MPa、 
b = 1.12 MPa。 若 规定 的 稳定 安全 因数 n = 3， 试 
校 核 撑 杆 AB 的 稳定 性 。 

10-20 万 能 试验 机 的 结构 图 如 习题 10-20 图 a 
所 示 ， 已 知 四 根 立柱 的 长 度 ! = 3 m， 材 料 的 弹性 
ЖШ Е = 210 GPa， 压 杆 柔 度 界限 值 M。 王 100， 立 习题 10-19 图 
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柱 丧 失 稳 定 后 的 弯曲 变形 曲线 如 习题 10-20 图 b 所 示 。 若 力 下 的 最 大 值 为 1000 kN， 规 定 的 稳 
定安 全 因数 n 一 4， 试 按 稳定 条 件 设 计 立 柱 的 直径 。 

10-21 ”如 习题 10-21 图 所 示 ， 已 知 某 立柱 由 四 根 45X45X4 的 角钢 构成 , ЖКА 二 8 m， 
立柱 两 端 为 球形 贸 支 ， 材 料 为 Q235 钢 ， 弹 性 模 量 Е = 206 GPa， 压 杆 柔 度 界限 值 %, = 100, 
规定 的 稳定 安全 因数 n = 1.6。 若 立柱 所 受 轴 向 压力 下 = 40 kN， 试 校 核 其 稳定 性 。 


1/2 


а) А h 


习题 10-20 图 习题 10-21 图 





1022 三 角 支 架 如 习题 10-22 图 所 示 ， 已 知 载荷 下 = 200 kN, ЯҒ АС 为 圆 截 面 钢 杆 ， 
材料 为 Q235 钢 ， 许 用 应 力 [0] = 170 MPa。 试 确定 撑 杆 АС 的 直径 。 

10-23 ”习题 10-23 图 所 示 立 柱 用 Мо. 25a 工 字 钢 制 成 ， 材 料 为 Q235 钢 ， 许 用 应 力 [2] = 
170 MPa。 出 于 需要 ， 在 立柱 中 点 处 钼 有 直径 & = 50 mm 的 圆 孔 。 试 确定 该 立柱 所 能 承受 的 
最 大 轴 向 压力 。 





习题 10-22 图 习题 10-23 图 


„її 1 э 
ЖЕЛ гі 


ж 
39 


前 面 讨论 的 关于 构件 强度 、 刚 度 与 稳定 性 计算 的 所 有 内 容 ， 都 是 以 静 载荷 
为 前 提 的 。 即 认为 ， 作 用 于 构件 上 的 所 有 载荷 ， 都 是 由 零 开始 ， 缓 慢 平 稳 地 增 
至 一 定数 值 后 维持 不 变 。 因 此 ， 在 加 载 过 程 中 ,构件 上 各 点 的 加 速度 很 小 ， 可 
以 忽略 不 计 ; 外 力 所 引 起 的 杆 件 的 应 力 、 应 变 、 位 移 等 ， 也 都 是 始终 不 变 的 
常量 。 

但 在 工程 实际 中 ， 人 们 不 可 避免 地 会 遇 到 各 种 动 载荷 问题 。 例 如 ， 起 重 机 
加 速 提升 重 物 时 吊 索 受到 的 动 载荷 ， 落 锤 打 桩 时 桩 体 受 到 的 冲击 载荷 ， 大 量 机 
械 零 件 工作 时 所 承受 的 交 变 载荷 等 。 

本 章 旨 在 解决 构件 在 常见 动 载荷 作用 下 的 强度 问题 和 刚度 问题 ， 内 容 包 括 : 

(1) 构件 作 加 速 运动 时 的 应 力 与 变形 计算 ; 

(2) 构件 在 冲击 载荷 作用 下 的 应 力 与 变形 计算 

(3) 构件 在 交 变 载荷 作用 下 的 疲劳 强度 计算 。 





ЖО 28 杆 件 作 加 速 运动 时 的 应 力 与 变形 计算 
杆 件 作 加 速 运动 时 的 动 载荷 问题 ， 可 以 采用 动静 法 ， 将 其 转化 为 静 载荷 问 
题 来 处 理 。 现 结合 几 种 常见 情况 ， 说 明 如 下 : 
一 、 杆 件 作 匀 加 速 提升 
如 图 11-1a 所 示 ， 匀 质 等 截面 直 杆 在 外 力 下 的 作用 下 ， 以 加 速度 作 匀 加 速 
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提升 。 


qstt Чї 








假设 杆 件 的 横 截 面 面 积 为 A4， 质 量 密度 为 op。 则 杆 件 单位 长 度 的 重力 为 
qa = Apg 
单位 长 度 的 惯性 力 为 
а, = Ара 
根据 动静 法 ， 作 用 于 杆 件 上 的 起 吊 力 下 、 重 力 gs 与 虚 加 于 杆 件 上 的 惯性 力 
а 在 形式 上 构成 平衡 力 系 JLE 11-1b)。 由 截面 法 易 得 ， 杆 件 在 任 一 z 横 截 面 
上 的 动 荷 轴 力 〈 见 图 11-1c) 


Fu = (qa Hq) r = (1+) 


其 中 
Faa = Apgx 
为 杆 件 自重 引起 的 静 荷 轴 力 。 知 引入 动 荷 因数 
К.-1--4 (11-1) 
g 
则 动 荷 轴 力 可 以 表示 为 
Ема = KaFys 
上 式 两 边 同 时 除 以 杆 件 的 横 截 面 面 积 ， 即 得 动 荷 应 力 
ба = Као, 


式 中 ，o, 为 杆 件 自重 引起 的 静 荷 应 力 。 

试验 表明 ， 只 要 动 荷 应 力 of 不 超过 材料 的 比例 极限 o,， 材 料 在 静 荷 下 所 得 
.到 的 胡 克 定律 在 动 荷 下 就 依然 有 效 ， 且 各 弹性 常数 保持 不 变 。 从 而 得 到 动 荷 应 
变 与 动 荷 轴 向 变形 分 别 为 
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ға = Kies 
Аб = KaAls 
式 中 ，ss 与 Als 分 别 为 杆 件 自 重 引 起 的 静 荷 应 变 与 静 荷 轴 向 变形 。 

综 上 所 述 ， 构 件 作 匀 加 速 提升 时 ， 只 要 计算 出 杆 件 自重 引起 的 静 荷 内 力 、 
静 荷 应 力 、 静 荷 应 变 与 静 荷 变形 ， 再 乘 以 由 式 (11-1) 确定 的 动 荷 因数 Ка, Вр 
可 得 相应 的 动 荷 内 力 、 动 荷 应 力 、 动 荷 应 变 与 动 荷 变形 。 

得 到 动 荷 应 力 ， 即 可 建立 强度 条 件 

са = Kasa < [0] 
由 于 此 种 性 质 的 动 载荷 不 会 改变 材料 破坏 时 的 极限 应 力 ， 因 此 ， 式 中 的 [ес] 就 
是 材料 在 静 载 荷 下 的 许 用 应 力 。 

【 例 11-1 如 图 11-2a 所 示 ， 一 水 平 放 置 的 匀 质 混凝土 预制 梁 ， 由 起 重 机 以 匀 加 速度 a 
向 上 提升 , 已 知 梁 的 长 度 为 1， 横 截面 面积 为 A， 抗 弯 截 面 系数 为 权 ， 材 料 的 质量 密度 为 p。 
试 求 起 吊 力 下 以 及 梁 横 截面 上 的 最 大 弯 矩 Маш 




















py 可 М 4/40 
02 1021 т 
Р 4/50 41/50 
а) с) 
图 112 


М. (1) 确定 动 荷 因数 
因 横梁 作 匀 加 速 提升 ， 故 根据 式 (11-1) ， 得 动 荷 因数 


Ks = Е 
(2) 计算 起 吊 力 F 


首先 ， 计算 匀速 提升 时 的 静 荷 起 吊 力 F 。 显 然 ，Fs 就 等 于 梁 的 自重 ， 即 
Е, = Alog 


所 以 ， 动 荷 起 吊 力 





ғ = KFa= (1+2 )Alog 
G) HARKE Mima 


280 材料 力学 第 3 版 
。 作 出 混凝土 预制 梁 在 静 荷 
Ке LE 112), Е 








计算 匀速 提升 时 梁 横 截面 上 的 最 大 静 荷 弯 矩 Mam 


首先 ， 
并 据 此 绘制 出 相应 


(自重 〉 作 用 下 的 受 力图 (WA 11-2b)， 
中 ， 梁 单位 长 度 重力 
4- Apg 


由 弯 矩 图 可 见 ， 其 最 大 项 荷 弯 矩 Ms 位 于 跨 中 截面 ， 为 


所 以 ， 最 大 动 荷 弯 和 矩 


二 、 构 件 作 匀 速 转动 
如 图 11-3a 所 示 ， 一 平均 直径 为 D 的 菏 壁 圆 环 ， 绕 通过 其 圆心 且 垂 直 于 环 


平面 的 轴 以 角速度 w 作 匀 速 转动 。 

















假设 圆 环 横 截 面 面 积 为 A， 材 料 的 质量 密度 为 po。 由 于 圆 环 很 薄 ， 可 认为 环 
内 各 点 的 法 向 加 速度 就 等 于 圆 环 轴线 上 各 点 的 法 向 加 速度 。 所 以 ， 圆 环 的 惯性 
力 沿 圆 环 的 轴线 均匀 分 布 ， 方 向 沿 径 向 背离 圆心 〈 见 图 11-3b)， 其 分 布 集 度 
ш-Ар-а 2 


用 截面 法 ， 将 圆 环 沿 其 直径 截断 ， 研 究 其 中 任意 一 半 ， 并 作出 受 力图 ( 见 
根据 动静 法 ， 由 平衡 方程 DOF, = 0， 得 圆 环 横 截 面 上 的 动 荷 轴 力 
gaD = Авр 


р ОР D 
Fu = -g| using. Рар = 80 


所 以 ， 圆 环 横 截 面 上 的 动 荷 应 力 


图 11-3c) 。 





从 而 得 强度 条 件 
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2 2 
o = 207 [o] 


可 见 ， 要 保证 圆 环 的 强度 ， 主 要 在 于 限制 圆 环 的 角速度 w， 而 与 其 横 截 面 面 
积 A 无关 。 

对 于 构件 以 其 他 形式 作 加 速 运动 时 的 动 荷 问 题 ， 也 都 可 以 采用 动静 法 ， 作 
类 似 处 理 。 

【 例 11-21 如 图 11-4 所 示 ， 在 转轴 
AB 的 B 端 有 一 个 质量 很 大 的 飞轮 , 在 A 
端 有 制 动 装置 。 若 在 飞轮 转速 n = 
100 r/min 时 开始 制 动 ， 经 10s 停止 转动 ， 
试 求 轴 内 的 最 大 切 应 力 。 已 知 飞轮 对 转 
轴 的 转动 惯量 J = 500 kg 。.m:， 轴 的 直 


制 动 装置 








径 d = 100 mm,， 轴 的 质量 可 以 忽略 图 11-4 
不 计 。 
解 : (1) 计算 惯性 力 偶 矩 
飞轮 的 初 角 速度 
wo = rad/s 
假设 在 制 动 的 10 s 内 ， 飞 轮作 匀 减 速 转动 、 则 其 角 加 速度 为 
а= 一 - == rad/s? 


ЖЫ, KHE KIR YE JBE 
М, = — Ja = —500 kg。 шх(-% rad/s | = PX10? Мет 
(2) 计算 最 大 切 应 力 


根据 动静 法 ， 飞 轮 的 惯性 力 偶 矩 Mi 与 制 动 力 偶 矩 Mi 相互 平衡 〈 见 图 11-4)， 使 得 转轴 
АВ 发 生 扭 转变 形 ， 其 横 截 面 上 的 动 荷 扭矩 | 





Ta = M; = 59109 Nem 
故 得 轴 内 的 最 大 动 荷 扭转 切 应 力 
T ыр М.т 
ha е ВОО Ра = 6.67 MPa 


Ж 3 -9 3 
16 Х100 х10° т 








第 三 节 ” 杆 件 受 冲 击 时 的 应 力 与 变形 计算 


当 运 动物 体 碰撞 到 静止 构件 时 ， 如 果 物 体 的 运动 受阻 并 在 瞬间 停止 ， 就 称 
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构件 受到 物体 的 冲击 。 这 时 ， 在 被 冲击 构件 与 冲击 物体 之 间 会 产生 很 大 的 相互 


作用 力 ， 即 冲击 载荷 。 


冲击 问题 的 精确 分 析 非 常 困难 ， 工 程 中 一 般 采 用 能 量 法 对 其 进行 简化 近似 


计算 。 
简化 近似 计算 的 假设 如 下 : 
(1) 冲击 物 是 刚性 的 ; 


(2) 被 冲击 构件 的 质量 忽略 不 计 ; 
(3) 被 冲击 构件 的 变形 在 线 弹 性 范围 内 ; 


(4) 冲击 过 程 中 无 能 量 损耗 ; 


(5) 冲击 物 与 被 冲击 构件 接触 后 无 回 弹 。 
以 上 述 假设 为 基础 ， 利 用 冲击 过 程 中 的 能 量 转 换 关 系 ， 即 可 计算 冲击 载荷 
以 及 因 其 所 引起 的 构件 的 应 力 与 变形 。 下 面 结 合 几 种 典型 的 冲击 问题 加 以 介绍 。 


一 、 垂 直 冲 击 


如 图 11-5a 所 示 ， 重 力 为 PP 的 物体 自 相对 高 度 为 h 处 以 初速 度 v。 下 落 ， 冲 


击 位 于 其 正 下 方 的 杆 АВ. 

根据 上 述 假 设 ， 可 以 将 杆 
АВ 简化 为 一 个 无 重 弹簧 ， 并 认 
为 物体 落 到 弹 敌 顶 部 即 和 弹簧 顶 
部 一 起 ， 以 同一 速度 向 下 运动 ， 
直至 速度 为 零 ( 见 图 11-5b) 。 此 
时 ,弹簧 受到 的 冲击 载荷 以 及 弹 
簧 顶部 产生 的 动 荷 位 移 均 为 最 大 
值 ， 分 别 记 作 Fu 和 Au 。 

取 As 所 对 应 的 位 置 为 重力 零 
势能 位 置 ， 不 考虑 冲击 过 程 中 的 
能 量 损耗 ， 根 据 能 量 守恒 原理 ， 





“| E “| Ей” 


a) b) 


物体 在 下 落 开始 时 的 动能 和 重力 
势能 完全 转换 为 了 弹 筑 在 As 所 对 
应 位 置 上 的 弹性 变形 能 。 据 此 即 有 
t PRIPO EAS = Аға (а) 
2 g 2 
在 线 弹 性 范围 内 ， 载 荷 与 变形 成 正比 ， 故 有 
Fi = а, А (b) 
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式 中 ，A. 为 物体 重力 P 以 静 荷 方式 作用 于 弹 得 顶 顶部 时 所 引起 的 弹簧 顶部 的 静 荷 
位 移 。 


将 式 (b) 代入 式 (а), #19 
省 一 2 一 [2 十 ary =0 
这 是 关于 动 荷 位 移 Au 的 一 元 二 次 方程 ， 解 之 得 


е ж + 7 
A= А, 
қ |а bp ЗА 





”引入 动 荷 因数 


Ku 一 1 十 [1+ 8 (11-2) 





则 得 动 荷 位 移 
Ai m= Kiis 

由 于 在 线 弹 性 范围 内 ， 内 力 、 应 力 、 应 变 与 位 移 之 间 均 成 正比 ， 故 依次 有 
Fa = К.Е... оа = Као. es = Katno 

由 此 可 见 ， 当 构件 受到 垂直 冲击 时 ， 只 要 计算 出 冲击 物 的 重力 以 静 荷 方式 
作用 于 构件 上 所 引起 的 静 荷 内 力 、 静 荷 应 力 、 静 荷 应变 与 静 荷 位 移 ， 再 乘 以 由 
Ж (11-2) 确定 的 动 荷 因数 K，， 即 可 得 到 相应 的 动 荷 内 力 、 动 荷 应 力 、 动 荷 应 
变 与 动 荷 位 移 。 

A (11-2) 适用 于 垂直 冲击 的 其 他 场合 ， 例 如 : 

对 于 自由 落体 冲击 ， 在 式 (112) 中 令 初 速度 v = 0， 即 得 其 动 荷 因数 


Ж = Ho (11-3) 

对 于 突 加 载荷 ， 在 式 (11-2) FS v 与 疡 同时 为 零 ， 即 得 其 动 荷 因 数 

К ==2 (11-4) 
即 在 罕 加 载荷 作用 下 ， 构 件 的 应 力 和 应 变 均 为 静 载 荷 时 的 2 倍 。 

应 该 再 次 强调 指出 ， 式 (11-2) 和 式 (11-3) 中 的 A. 是 指 冲击 物 的 重力 以 
静 荷 方式 作用 于 构件 的 冲击 点 时 ， 所 引起 的 构件 的 冲击 点 沿 冲击 方向 的 静 位 移 。 
这 一 点 在 应 用 时 需要 特别 注意 。 

【 例 11-31 一 圆 截 面 木 柱 如 图 11-6 所 示 ， 已 知 木 柱 长 度 ! = 6m， 直 径 4d = 300mm, Ж 
材 的 弹性 模 量 E = 10 GPa， 在 离 柱 顶 h = 0. 2 m 的 高 度 处 有 一 重 P = 3 kN 的 物 块 自由 落下 ， 
撞击 木 柱 ， 试 求 柱 内 的 动 荷 应 力 。 

ж: (1) 计算 静 荷 位 移 

将 物 块 静止 放 在 柱 顶 所 引起 的 柱 顶 向 下 的 静 荷 位 移 ， 显然 就 等 于 此 时 木 柱 的 轴 向 变 
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3 
PI = EXV М6 L 25, 5x10 m= 0,0055 mm 
(10X10? рах (= 


(2) 计算 动 荷 因数 
RER (11-3)， 得 动 荷 因数 


22 2h _ 2х 200 mm _ 
Ка --1-- 1 1 атан 126.2 Ри 


(3) 计算 动 荷 应 力 
将 物 块 静止 放 在 柱 顶 所 引起 的 柱 内 的 静 荷 应 力 


m < 





所 以 ， 动 荷 应 力 
в = Kaoa = 126. 2X0. 0424 MPa = 5. 35 MPa 


注意 到 ， 此 时 的 动 荷 应 力 是 静 荷 应 力 的 126.2 倍 ， 可 见 ， 冲 击 载荷 是 非常 大 的 。 


【 例 11-41 钢 制 圆 截 面 杆 如 图 11-7 所 示 ， 其 上 端 固定 ， 下 端 固 连 一 无 重 刚 性 托盘 以 承接 
落下 的 环形 重 物 。 已 知 杆 的 长 度 ! = 2m， 直 径 d = 30mm, HRE E = 200 GPa。 若 环形 
重 物 的 重力 P = 500 N， 自 相对 高 度 h = 50 mm 处 自由 落下 ， 使 杆 受 到 冲击 。 试 求 在 下 列 两 
种 情况 下 ， 杆 内 的 动 荷 应 力 ，(1) 重 物 直接 落 在 刚性 托盘 上 ; (2) 托盘 上 放 一 刚度 系数 & = 
1 MN/m 的 弹簧 ， 环 形 重 物 落 在 弹簧 上 。 


% ЕЗ 





解 : (1) 环形 重 物 直 接 落 在 刚性 托盘 上 


冲击 点 沿 冲击 方向 的 静 荷 位 移 
ВЕ. 500 МХ2 m у мв 
Ni A 0 KIO mm 


根据 式 (11-3)， 得 动 荷 因数 


_ Ж 20:05 т _ 
Ks = 1+ [It 1 十 [i тте 120 
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静 荷 应 力 
P 0N _ TAS 
ou = А = 02-27 0 70710 Pa = 0. 707 MPa 
4 
故 得 动 荷 应 力 


ба = Kada = 120X0.707 MPa = 84.9 MPa 
(2) 环形 重 物 落 在 弹簧 上 
此 时 ， 冲 击 点 沿 冲 击 方向 的 静 荷 位 移 应 为 杆 的 静 荷 轴 向 伸 长 与 弹 答 静 荷 变形 之 和 ， 即 
Ас РЕ Р 500 NX2 m 500 N 


Т z + 2 
Ba k (200x10 Pa) х (mm) 1X10 N/m 








= 7.07Х107% т+500 х 107* m = 507.07X 107° m 
根据 式 (11-3)， 得 动 荷 因数 


2h 2X0.05m 
| | | i 
Ka 1-Е,/141 А, 1з, 1127 B07 074 X10 ` m 15. 08 


ба = Kaoa = 15.08X0.707 MPa = 10.7 MPa 


HAE, ERDETI RE., НІЛ, AREATA, ЯҢЫ ЖЖ 
减 小 。 











故 得 动 荷 应 力 





【 例 11-52 一 正方 形 截面 外 伸 梁 如 图 11-8 所 示 ， 已 知 梁 的 长 度 尺 寸 ! = 1 п, 截面 边 长 
a = 50 тт, ШЕЕ Е = 200 GPa。 若 一 重 了 = 150 N 的 物体 ， 自 高 度 h = 75 mm 处 自由 
落下 ， 撞 击 梁 的 跨 中 截面 C， 试 计算 梁 自 由 端 D 的 动 荷 挠 度 Am 与 梁 内 的 动 荷 最 大 弯曲 正 应 
7] башак 





解 : (1) 动 荷 因数 
冲击 点 沿 冲击 方向 的 静 荷 位 移 就 是 С 截面 的 静 荷 挠 度 ， 即 


РР РР 0 150 МХ(1 m)’ 
9 4 
48ЕІ 48ЕХ“ 4х (200 10° Ра) X (0. 05 m) 


自由 落体 冲击 ， 根 据 式 (11-3)， 得 动 荷 因数 








А, 





=3.0X10° m 
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= 2h i 20.075 т _ 
Ka = 1+ 345 SS 
(2) 自由 端 DD 的 动 荷 挠 度 


冲击 物 的 重力 P 以 静 载 荷 方式 作用 于 冲击 点 C 截面 时 ， 引 起 的 自由 端 D 的 静 荷 挠 度 


PE — 12X150 NX (1 m)? 
а! 32X (200X 10° Ра) X (0. 05 m)‘ 
32Ех 12 














Apa = Өв • = 4.5Х10° т 


ВЕ 
2 
ЖА. Ан D ÉSz) tr t E 
Api = Kiâpa = 71. 7х4. 5 107° m = 3.23Х107% m = 3. 23 mm( А) 
(3) 动 荷 最 大 弯曲 正 应 力 
梁 内 的 静 荷 最 大 弯曲 正 应 力 位 于 C 截面 的 上 、 下 边缘 处 ， 为 
Mm 4 _ 6Х150МХ1т 


dam = у су = 0 os a 一 18X10 Pa 一 1.8MPa 





所 以 ， 梁 内 的 动 荷 最 大 弯曲 正 应 力 
= Kidam = 71.7X1.8 MPa = 129. 1 MPa 


二 、 水 平 冲击 


如 图 11-9a ж. 一重 为 P 的 物体 ， 沿 水 平方 向 以 速度 v 冲击 杆 件 。F 与 
Au 分 别 表示 杆 件 的 冲击 点 沿 神 击 方向 
受到 的 最 大 冲击 载荷 与 产生 的 最 大 动 
荷 位 移 。 

由 于 在 水 平 冲击 过 程 中 ， 物 体 的 
重力 势能 没有 变化 ， 因 此 ， 物 体 的 动 
能 完全 转化 为 了 杆 件 在 As 对 应 位 置 
上 的 弹性 变形 能 。 据 此 即 有 

ЖР ә 
2 g 

在 线 弹性 范围 内 ， 载 荷 与 变形 成 

正比 ， 故 有 


1 
A 2 Раа (а) 





Fa = а, (b) 图 11-9 


Жақ (b) 代入 式 (a) ， 并 引入 水 平 冲 击 的 动 荷 因 数 


2 
UV 
Жу = Fa (11-5) 


Aa = К.А, 


即 可 得 动 荷 位 移 
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式 中 ，A.,. 为 冲击 物 的 重力 P 以 静 载 荷 方式 沿 水 平 冲击 方向 作用 于 构件 的 冲击 点 
时 〈 见 图 11-9b)， 所 引起 的 构件 的 冲击 点 沿 水 平 冲击 方向 的 静 荷 位 移 。 

对 于 其 他 冲击 问题 ， 也 都 可 以 利用 能 量 法 ， 作 类 似 处 理 。 

【 例 11-1 如 图 11-10a 所 示 ， 钢 丝 绳 的 下 端 悬 
挂 一 重 为 P 的 重 物 ， 以 速度 v 勾 速 下 降 。 当 钢丝 绳 
长 度 为 1 时， 滑轮 突然 被 卡 住 。 试 求 钢丝 绳 内 的 动 
荷 应 力 。 已 知 钢丝 绳 的 横 截 面 面 积 为 A、 弹性 模 量 ~ 
ЖЕ. 滑轮 与 钢丝 绳 的 质量 均 忽 略 不 计 。 

解 : 当 滑 轮 被 卡 住 ， 重 物 的 速度 由 瞬间 降 为 
零 ， 使 钢丝 强 受 到 冲击 。 由 于 钢丝 绳 在 受到 冲击 前 
就 有 了 项 变形 A LR 11-10b) 与 弹性 变形 能 ， 所 Р Р 
以 式 (11-2) 对 此 问题 不 再 适用 。 

根据 能 量 守恒 原理 ， 若 不 计 能 量 损耗 ， 重 物 在 Ы ы 
冲击 过 程 中 损失 的 动能 和 重力 势能 应 等 于 钢丝 绳 内 图 11-10 
增加 的 弹性 变形 能 ， 即 


d: Уа 1 Еі- ра, (а) 
© ' 2 2 


在 线 弹 性 范围 内 ， 载 荷 与 变形 成 正比 ,， MA 


4а 
Si 


Fa = Ea СЪ) 


Жақ (b) 代入 式 (a)， 整 理 得 


д. 
解 得 钢丝 绳 的 动 荷 变形 
л, = К.А, 
式 中 ， 动 荷 因数 
v 
= g 
қ-а 
钢丝 绳 的 静 荷 变形 、 静 荷 应 力 分 别 为 
„Тї р г 
ди == рд, "= д 


所 以 ,钢丝 强 内 的 动 荷 应 力 








【 例 11-7】 车 例 11-2 中 的 转轴 АВ 突然 在 A 端 制 动 ， 瞬 间 停 止 转动 ， 试 求 轴 内 的 最 大 切 
应 力 。 已 知 转轴 的 长 度 ! = 1m， 切 变 模 量 С = 80 GPa, 
м. 转轴 的 A 端 突然 制 动 时 ， 飞 轮 的 转速 由 ) = 100 r/min 瞬间 变 为 零 ， 使 转轴 受到 冲 
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击 。 若 不 计 能 量 损 耗 ， 则 飞轮 的 动能 将 完全 转化 为 转轴 的 弹性 变形 能 ， 即 有 





从 而 得 到 动 荷 扭 矩 
Tiia IEL 
所 以 ， 此 时 转轴 内 的 最 大 动 荷 扭转 切 应 力 
aaa Tia g MCa 
aa i A Wil 
代入 数据 计算 ， 最 后 得 
таах 1057 МРа 


与 例题 11-2 相 比 ， 最 大 切 应 力 增 大 了 约 395 倍 。 在 这 种 情况 下 ，ramx 早 已 超过 了 材料 的 
许 用 扭转 切 应 力 。 因 此 ,为 了 保证 转轴 的 安全 ， 在 停车 时 应 尽量 避免 紧急 制 动 。 





жән ЖЖ) ЧЕ 


一 、 交 变 应 力 与 疲劳 破坏 简介 


在 工程 中 ,许多 构件 工作 时 受到 随时 间作 周期 性 交替 变化 的 应 力 ， 即 交 变 
应 力 的 作用 。 

例如 ， 齿 轮 每 旋转 一 周 ， 其 上 的 每 个 轮 齿 均 哮 合 一 次 。 自 开始 哮 合 至 脱 开 
的 过 程 中 ， 轮 齿 所 受 的 吵 合 力 下 迅速 地 由 零 增 至 某 一 最 大 值 ， 然 后 再 减 为 零 
( 见 图 11-11a) 。 轮 齿 齿 根 内 的 应 力 c 也 随 之 迅速 地 由 零 增 至 某 一 最 大 值 6。,,， 再 
降 至 零 。 齿 轮 不 停 地 转动 , c 也 就 随时 间 с 不 停 地 作 周 期 性 交替 变化 ， 其 间 的 关 
系 曲 线 如 图 11-11b 所 示 。 





а) b) 


ЖІ 11-11 
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再 如 火车 轮轴 〈 见 图 1-6)， 尽 管 所 承受 的 载荷 下 保持 不 变 ， 但 由 于 轮轴 随 
车 轮 以 角速度 w 不 停 地 旋转 ， 其 横 截 面 上 某 一 固定 点 A〈 见 图 11-12a) 的 弯曲 
正 应 力 

б == ТУ, = Мұ sinwt 


同样 在 随时 间作 周期 性 地 交替 变化 ，o t 之 间 的 函数 曲线 如 图 11-12b 所 示 。 








a) b) 


图 11-12 


经 验 表 明 ， 在 交 变 应 力 的 作用 下 ， 即 使 构件 内 的 最 大 工作 应 力 远 小 于 材料 
在 静 载 荷 下 的 极限 应 力 ， 但 在 经 历 一 定时 间 后 ， 构 件 仍然 会 发 生 突然 断裂 。 而 
且 ， 即 使 是 塑性 材料 ， 在 断裂 前 也 不 会 发 生 明 显 的 塑性 变形 。 这 种 因 交 变 应 力 
的 长 期 作用 而 引发 的 低 应 力 脆 性 断裂 现象 称 为 疲劳 破坏 。 

通过 大 量 的 试验 和 研究 ， 人 们 对 疲劳 破坏 的 机 理 和 
过 程 ， 业 已 形成 了 一 个 统一 的 认识 : 在 交 变 应 力 的 作用 
下 ， 首 先 会 在 构件 表面 的 应 力 集中 处 或 内 部 的 材质 缺陷 
处 ， 产 生 细 微 裂 纹 ， 形 成 裂纹 源 ， 这 种 细微 裂纹 将 随 着 
交 变 应 力 循环 次 数 的 增加 而 不 断 扩 展 ， 在 扩展 过 程 中 ， 
由 于 交 变 应 力 的 拉 、 压 交替 变化 ， 裂 纹 的 两 表面 时 而 压 
紧 ， 时 而 张 开 ， 从 而 形成 断口 表面 的 光滑 区 ; 当 裂 纹 扩 
展 到 某 一 临界 尺寸 时 ， 即 发 生 脆 性 断裂 ， 相 应 断口 区 域 
呈现 出 粗糙 颗粒 状 〈 见 图 11-13) 。 E g 

统计 表明 ， 在 机 械 与 航空 等 领域 中 ， 构 件 的 破坏 大 都 是 由 于 疲劳 破坏 而 引 
起 的 ， 而 且 疲 劳 破 坏 带 有 突 发 性 ， 往 往 会 造成 灾难 性 的 后 果 。 因 此 ， 在 工程 设 
计 中 ， 必 须 高 度 重视 构件 的 疲劳 强度 问题 。 


二 、 交 变 应 力 的 特征 参数 
典型 的 交 变 应 力 如 图 11-14 所 示 ， 应 力 在 两 个 极 值 之 间作 周期 性 地 交替 变 


粗糙 区 





裂纹 源 
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化 。 应 力 每 重复 变化 一 次 ， 称 为 一 个 a 
应 力 循环 。 

在 一 个 应 力 循环 中 ， 最 大 应 力 cas。 “me 
和 最 小 应 力 oi 的 代数 平均 值 


一 个 应 力 循环 





жез Omax Tla 











Om 2 (11-6) 
称 为 平均 应 力 ; АКЛУ о ЛА ы" 
H om 的 代数 差 的 一 半 0 = 
егіс ты ees (11-7) 图 11-14 
称 为 应 力 幅 ; 最 小 应 力 ow 与 最 大 应 力 owwx 的 比值 
г == a | (11-8) 
Omax 
称 为 应 力 比 或 循环 特性 。 


若 交 变 应 力 的 最 大 应 力 cww 与 最 小 应 力 cm 的 数值 相等 、 正 负 号 相反 ， 即 应 
Лк = 一 1， 称 为 对 称 循环 ( 见 图 11-15a); 除 此 之 外 的 其 余 情况 ， 统 称 为 非 
对 称 循环 。 非 对 称 循环 交 变 应 力 中 的 一 种 特殊 情况 ,os = 0， 即 x = 0， 则 称 为 
脉动 循环 〈 见 图 11-15b) 。 





a) 对 称 循环 b) 脉 动 循环 
图 11-15 


由 图 11-14 可 见 ， 任 何 非 对 称 循环 交 变 应 力 ， 都 可 以 看 成 是 在 平均 应 力 om 
上 和 春 加 了 一 个 应 力 幅 为 о, 的 对 称 循环 交 变 应 力 。 

显然 ， 静 应 力也 可 视 为 交 变 应 力 当 应 力 比 > = 1 时 的 一 个 特例 。 

注意 到 ， 在 交 变 应 力 的 五 个 特征 参数 (ows,、ows、om、o, 与 >) 中 ， 只 有 两 
个 是 独立 的 ， 即 只 要 知道 其 中 任意 两 个 ， 其 余 三 个 均 可 由 其 求 出 。 

需要 指出 ， 本 节 关 于 交 变 应 力 的 概念 以 及 下 节 关 于 疲劳 强度 计算 的 内 容 ， 
尽管 都 是 通过 正 应 力 来 表述 的 , 但 实际 上 对 于 交 变 切 应 力也 同样 适用 ， 只 要 将 
其 中 的 正 应 力 符号 o 改 为 切 应 力 符 号 + 即 可 。 
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第 五 节 ”构件 的 疲劳 强度 计算 


一 、 材 料 的 疲劳 极限 


材料 在 安 变 应 力作 用 下 的 疲劳 强度 ， 应 根据 相应 的 国家 标准 8 ， 通 过 专门 的 
疲劳 试验 来 确定 。 

在 疲劳 试验 中 ， 分 别 测定 出 一 组 相同 试 样 ， 在 具有 同一 应 力 比 >， 但 不 同 最 
大 应 力 os 的 交 变 应 力作 用 下 的 疲劳 寿命 N〈 即 疲劳 破坏 时 所 经 历 的 应 力 循环 次 
数 ) 。 显 然 ， 试 样 所 承受 的 交 变 应 力 的 最 大 应 力 cuw 傅 高， 其 对 应 的 疲劳 寿命 N 
就 愈 低 ; 反之 亦 然 。 以 疲劳 寿命 N 为 横 坐 标 ， 以 最 大 应 力 mw 为 纵 坐 标 ， 依 据 
试验 数据 描绘 出 ww 与 N 之 间 的 关系 曲线 。 这 种 曲线 称 为 材料 的 应 力 -疲劳 寿命 
曲线 或 S-N 曲线 。 例 如 ， 图 11-16、 图 11-17 分 别 为 45 钢 、 硬 铝 的 S-N 曲线 。 

































































ге АКУ аи 0 一 一 一 一 二 一 一 J 一 一 一 一 
500 | “| 
i ES E E аа 300 
5 сз (теті 
в. 
5 300 өш 2 200 
Ve Е 8 2222 
5 200 е = 
ОНЕ нд аза ры ҮЗ 
0 des 
104 105 106 107 108 104 105 106 107 108 109 
N 
[4 
图 1116 图 11-17 


大 量 试验 数据 表明 ， 对 于 钢 和 和 铸铁 等 黑色 金属 ， 其 S-N 曲线 一 般 都 具有 水 
FHER LA 11-16)， 即 当 交 变 应 力 的 最 大 应 力 cn 趋向 于 某 一 数值 o, 时 ， 
试 样 的 疲劳 寿命 N 将 趋向 于 无 穷 大 。 这 一 可 使 材料 经 历 无 数 次 应 力 循环 而 不 发 
生 疫 劳 破坏 的 最 大 应 力 о, 称 为 材料 的 疲劳 极限 或 持久 极限 ， 其 中 下 标 x 代表 应 力 
比 。 例 如 ， 图 11-16 中 的 o_, 即 代表 该 材料 在 对 称 循环 (ғ = 一 1) 下 的 疲劳 极限 。 

对 于 铝 合 金 等 有 色 金 属 ， 其 S-N 曲线 通常 不 存在 水 平 渐 近 线 〈 见 图 11-17)， 
即 不 存在 疲劳 极限 。 此 时 规定 ， 以 对 应 某 一 指定 寿命 N。( 一 般 取 №, = 10° ~ 
10%) 的 交 变 应 力 的 最 大 应 力作 为 疲劳 强度 指标 ， 并 称 为 条 件 疲 劳 极 限 。 








Ө ”如 《金属 旋转 弯曲 疲劳 试验 方法 》GB 4337 一 1984,《 人 金属 轴 向 疲劳 试验 方法 》GB 3075—1982. 
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二 、 影 响 构件 疲劳 极限 的 因素 


材料 的 疲劳 极限 ， 一 般 是 用 光滑 小 试 样 测定 的 。 经 验 表明 ， 实 际 构件 的 站 
劳 极限 ， 除 了 与 材料 有 关 ， 还 与 构件 的 外 形 、 尺 寸 、 表 面 状 况 ， 以 及 工作 环境 
等 因素 相关 。 下 面 ， 就 影响 构件 在 对 称 循 环 下 疲劳 极限 的 主要 因素 逐一 加 以 
介绍 。 

1. 构件 外 形 的 影响 

构件 外 形 的 突变 将 引起 应 力 集中 ， 而 应 力 集中 将 促使 疲劳 裂纹 的 形成 ， 从 
而 显著 降低 构件 的 疲劳 极限 。 

若 在 对 称 循环 下 ， 材 料 的 疲劳 极限 为 c-,， 有 应 力 集中 但 无 其 他 因素 影响 的 - 
构件 的 疲劳 极限 为 (o_1),， 定 义 其 比值 


K; = 


т 
6-1 


(о) 
为 有 效应 力 集中 因数 。 其 值 愈 大 ， 构件 外 形 对 疲劳 极限 的 影响 就 愈 大 。 

常用 的 有 效应 力 集 中 因数 K, 可 从 有 关机 械 设计 手册 中 查 到 ， 图 11-18 给 出 
了 阶梯 形 圆 轴 纯 弯曲 时 的 有 效应 力 集中 因数 。 从 中 可 见 ， 有 效应 力 集中 因数 К, 
非但 与 构件 外 形 有 关 ， 还 与 材料 的 静 载 强度 极限 о, 有 关 。 一 般 来 说 ， 静 载 强度 
极限 o 愈 大 ， 有 效应 力 集中 因数 К, MAK. 

2. 构件 尺寸 的 影响 

材料 的 疲劳 极限 是 采用 直径 为 7 一 10 mm 的 标准 小 试 样 测定 的 。 经 验 表 明 ， 
在 其 他 条 件 均 相同 的 情况 下 ， 试 样 的 尺寸 愈 大 ， 其 疲劳 极限 就 愈 低 。 

车 在 对 称 循环 下 ， 标 准 小 试 样 的 疲劳 极限 为 a。_;， 直 径 为 a 的 大 尺寸 试 样 的 
疲劳 极限 为 (co-1)。， 定 义 其 比值 

(65-124 


8, = 一 (11-10) 


为 尺寸 因数 。 其 值 愈 小 ， 构 件 尺 寸 对 疲劳 极限 的 影响 就 愈 大 。 

图 11-19 给 出 了 碳 钢 和 合金 钢 圆 轴 的 尺寸 因数 。 

3. 构件 表面 状况 的 影响 

经 验 表 明 ， 构件 的 表面 状况 也 会 对 疲劳 极限 产生 明显 的 影响 。 构 件 表面 愈 
粗糙 ， 其 疲劳 极限 就 您 低 。 这 是 因为 在 粗糙 的 表面 ， 加 工 刀 痕 与 控 伤 较 多 ， 更 
容易 引起 应 力 集中 ， 从 而 降低 疲劳 极限 。 另 一 方面 ， 如 果 构 件 表面 经 过 渗 碳 、 
喷 丸 等 强化 处 理 ， 则 会 提高 疲劳 极限 。 

构件 表面 状况 对 疲劳 极限 的 影响 ， 可 用 表面 质量 因数 有 来 表示 。 在 对 称 循 
环 下 ， ЕЕК ез, BEREDAR ЕЕЕ i ЗЕ 
质量 因数 8 定义 为 





(11-9) 














БЕ 
0 002 004 006 008 010 012 014 016 018 020 
к/а 


























0 0.02 0.04 006 008 0.10 0.12 0.14 0.16 0.18 0.20 





LII LAINS 
М 




















0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10 0.12 0.14 0.16 0.18 0.20 
к/а 
с) 
图 11-18 


294 材料 力学 第 3 版 











la ll ж @@ и к шю 
0.8 Шш 
кте" 

“ssn | 
Асе 

ШЕШЕ 
| 

0 20 40 60 80 100 120 140 

а/тт 
ІІ 11-19 ' 


де “© (11-11) 


11-20 Н ТЖ ТН ВЕ ЗЕ Н) ЖЕТ Ли БОА 8。 从 中 可 见 ， 表 面 质 
量 因数 8 非但 与 构件 外 形 有 关 ， 还 与 材料 的 静 载 强 度 极限 m 有关。 一 般 来 说 ， 
静 载 强度 极限 о, 愈 大 ， 构 件 表 面 粗糙 度 对 疲劳 极限 的 影响 就 愈 大 。 














一 一 -一 
ШЕ! ЕЕЕ 
| Гы 精 车 (Ra2.5 一 Ra0.63) 
a 

300 500 700 900 1100 1300 1500 

о,/МРа 

图 11-20 

三 、 构 件 的 疲劳 极限 


综合 考虑 上 述 三 种 影响 疲劳 极限 的 主要 因素 ， 构 件 在 对 称 循 环 下 的 疲劳 极 


限 可 表达 为 
Ж. | (11-12) 
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四 、 对 称 循环 下 构件 的 疲劳 强度 条 件 


在 对 称 循环 交 变 应 力作 用 下 ， 构 件 的 许 用 应 力 为 
ek E 


(11-13) 
nr “к. 
式 中 ，m 1， 为 规定 的 疲劳 安全 因数 (其 值 可 查阅 有 关 设 计 规范 )。 由 此 得 对 


称 循环 下 构件 的 疲劳 强度 条 件 为 








б. «< [0-1] = eb б—\ (11-14) 
nK, 
或 者 改写 为 
п, = рар > т (11-15а) 


AP, n 为 构件 的 工作 安全 因数 。 


若 构件 承受 对 称 循 环 扭转 交 变 切 应 力 的 作用 ， 则 上 述 疲 劳 强度 条 件 应 改 
写 为 





К = M (11-15Һ) 


根据 式 (11-14) 或 式 〈11-15)， 即 可 进行 对 称 循环 下 构件 的 疲劳 强度 计算 。 
【 例 11-81 图 11-21 所 示 的 阶梯 形 圆 
轴 ， 受 弯曲 对 称 循环 交 变 应 力 的 作用 。 已 知 
КЕШЕМ = 400 N， m, WARF D = 
50mm, d = 40 mm, R = 2 mm, 材料 的 强 
度 极限 o = 1200 MPa、 疲 劳 极 限 о. = 





450 MPa， 轴 的 表面 经 过 精 车 加 工 。 若 规定 图 11-21 
的 疲劳 安全 因数 nt = 1.6， 试 校 核 其 疲劳 
强度 。 


解 : (1) 计算 构件 疲劳 极限 的 影响 因数 
根据 mw = 1200 MPa, D/d = 1.25, R/d = 0.05， 由 图 11-18c 查 得 ， 其 有 效应 力 集中 因 
数 约 为 


к, = 7.17 
根据 4 = 40 mm， 由 图 11-19 查 得 ， 其 尺寸 因数 约 为 
є, = 0.755 
根据 精 车 加 工 的 表面 状况 ， 由 图 11-20 查 得 ， 其 表面 质量 因数 约 为 
В = 0.84 


(2) 计算 交 变 应 力 的 最 大 应 力 


交 变 应 力 的 最 大 应 力 cx 位 于 较 细 一 段 轴 的 横 截 面 上 ， 根 据 弯曲 正 应 力 计算 公式 ， 有 


_M_ 40N.mx32 _ гер 
Gum = WW 0 IO vi 63-7Х10% Ра = 63.7 MPa 
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(3) 校 核 疲劳 强度 
由 式 (11-13)， 得 对 称 循环 交 变 应 力作 用 下 的 许 用 应 


е8 0.755Х0.84 
е1 7 1 xo.17 





X450 MPa = 82. 2 MPa 


由 于 
Smax = 63.7 MPa < [o] = 82.2 MPa 
所 以 ， 该 阶梯 形 圆 轴 的 疲劳 强度 符合 要 求 。 


五 、 非 对 称 循 环 下 构件 的 疲劳 强度 条 件 


非 对 称 循环 交 变 应 力 ， 可 以 看 成 是 在 平均 应 力 os。 上 全 加 了 一 个 应 力 幅 为 о, 
的 对 称 循环 交 变 应 力 。 根 据 对 试验 结果 的 分 析 ， 的 
条 件 可 以 表达 为 





mie _— ШЕ 797 (11-16а) 


Ep ton 
若 构件 承受 非 对 称 循环 扭转 交 变 切 应 力 的 作用 ， 则 上 述 疲劳 强度 条 件 应 改 
写 为 


Т1 


二 一 元- 一 > (11-165) 
тір, ты 


AP, 0) 称 为 敏感 因数 ， 它 反映 了 材料 对 应 力 循环 非 对 称 性 的 敏感 程度 。 
敏感 因数 p Сф.) 与 材料 的 静 强 度 有 关 ， 表 11-1 中 列 出 了 其 近似 值 ， 仅 供 参考 。 


RI 材料 的 敏感 因数 we( 少 ) 












съ/ MPa 350--500 500--700 700-- 1000 1000—1200 ` 1200-- 1400 








0.1 


显然 ， 对 于 承受 应 力 比 > > 1 的 非 对 称 循环 交 变 应 力 的 构件 ， 除 了 根据 式 
(11-16) 进行 疲劳 强度 计算 外 ， 还 应 补充 按照 下 式 进行 静 强 度 校 核 : 


ax 一 mm 十 om © [o] = а (11-17) 


六 、 弯 扭 组 合 交 变 应 力 下 构件 的 疲劳 强度 条 件 


机 器 中 的 轴 类 构件 经 常 受 到 弯曲 与 扭转 组 合 交 变 应 力 的 作用 ， 其 疲劳 强度 
条 件 可 以 表达 为 





>n ' (11-18) 
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式 中 ，z 为 规定 的 疲劳 安全 因数 ;xx 为 弯 扭 组 合 交 变 应 力 下 构件 的 工作 安全 因 
Ж; п, 和 nn, 分 别 为 具有 弯曲 交 变 正 应 力 和 扭转 交 变 切 应 力 时 的 工作 安全 因数 ， 
分 别 按 式 〈11-15a) 和 式 〈11-15b) 确定。 在 非 对 称 循环 弯 扭 组 合 交 变 应 力作 用 
Fo 式 (11-18) 亦 可 适用 , 但 此 时 的 n 入, 应 分 别 按 式 (11-16a) 和 式 
(11-16b) 来 确定 。 





复习 思考 是 


11-1 何谓 静 载荷 ? 

11-2 何谓 动 载荷 9 常见 的 动 载荷 有 哪 几 类 ? 

11-3” 突 加 载荷 与 静 载荷 的 区 别 何在 ? 

11-4 解决 构件 作 加 速 运动 时 的 动 载荷 问题 的 基本 方法 是 什么 ? 
11-5 解决 冲击 动 载荷 问题 的 基本 方法 是 什么 ? 

11-6 何谓 动 荷 因 数 ? 它 在 处 理 动 载荷 问题 时 起 到 了 什么 作用 ? 
11-7 降低 冲击 载荷 的 主要 措施 有 哪些 ? 

11-8 何谓 交 变 应 力 ? 

11-9 交 变 应 力 有 哪 几 个 特征 参数 ? 这 些 参数 之 间 的 关系 是 什么 ? 
1-0 疲劳 破坏 有 哪些 主要 特点 ? 

11-11 疲劳 破坏 过 程 可 分 为 几 个 阶段 ? 

11-12 何谓 材料 的 S-N 曲线 ? 

11-13 何谓 材料 的 疲劳 极限 ? 何谓 材料 的 条 件 疲劳 极限 ? 
11-14 影响 构件 疲劳 极限 的 主要 因素 有 哪些 ? 

11-15 如 何 进行 对 称 循环 下 构件 的 疲劳 强度 计算 ? 

11-16 如 何 进行 非 对 称 循环 下 构件 的 疲劳 强度 计算 ? 


习 题 

1-1 用 一 直径 4 = 40 mm 的 缆绳 竖 直 起 吊 一 重 P = 50 kN 的 重 物 。 已 知 重 物 在 最 初 3s 
内 按 匀 加 速 被 提升 了 9 m。 若 不 计 缆 绳 自重 ， 试 计算 在 提升 过 程 中 缆绳 横 截 面 上 的 动 荷 应 力 。 

11-2 如 习题 11-2 т, НАНЕ, Да = 10 m/s* 的 加 速度 平行 吊 起 一 根 长 
1 = 12 т 的 No.14 工 字 钢 。 已 知 吊 索 横 截面 面积 4 = 72 mm*。 若 只 考虑 工 字 钢 自重 而 不 计 
吊 索 自 重 ， 试 计算 吊 索 内 的 动 荷 应力 及 工 字 钢 内 的 最 大 动 荷 应 力 。 

11-3 如 习题 11-3 图 所 示 ， 轴 АВ 以 匀 角 速度 w 旋转 ， 在 轴 的 纵向 对 称 平 面 内 ， 于 跨 中 
和 自由 端 分 别 固 结 了 一 个 重 为 P 的 重 物 。 若 不 计 连 杆 和 轴 的 重力 ， 试 求 轴 内 的 最 大 动 荷 
жн, 
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2-2 Да ш 
习题 11-2 图 习题 11-3 图 
11-4 如 习题 11-4 图 所 示 ， 一 长 度 为 :/、 横 截面 面积 为 A、 重 为 Pi 的 匀 质 杆 ， 以 角速度 


о 绕 铅 垂 轴 在 水 平平 面 内 转动 。 另 外 ， 在 杆 端 还 固 连 了 一 重 为 P 的 重 物 。 已 知 材料 的 弹性 模 
EE, WREEK. 





жазы - 


——— 


习题 11-4 图 


1-5 如 习题 11-5 图 所 示 ， 转 轴 上 装 一 钢 制 圆 盘 ， 盘 上 有 一 圆 孔 。 若 轴 与 盘 一 体 ， 以 
w = 40 rad/s 的 等 角速度 旋转 ， 试 求 因 该 圆 孔 引 起 的 转轴 内 的 动 荷 最 大 弯曲 正 应 力 。 已 知 钢 
的 质量 密度 о = 7848. 6 kg/ms 。 

11-6 如 习题 11-6 图 所 示 ， 一 直径 & = 30cm, K: = 6 т ИЖЕ. п Е. Е 
ZE P = 5kN HEER., BARH HAERE Е, = 10 GPa， 试 求 下 列 三 种 情况 下 木 桩 内 
的 最 大 正 应 力 : (1) 重 锤 以 静 载荷 方式 作用 于 木 桩 上 (见习 题 11-6 а); (2) 重 锤 从 离 桩 顶 
1 m 的 高 度 自 由 落下 (见习 题 11-6 Ь); (3) 在 桩 顶 放 置 一 直径 为 15 cm、 厚度 为 20 тт, 
弹性 模 量 为 E = 8 MPa 的 橡胶 垫 ， 重 锤 从 离 橡胶 垫 顶 面 lm 的 高 度 自 由 落下 (见习 题 11-6 
图 с). 
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a) b) с) 
习题 11-6 图 


11-7 如 习题 11-7 图 所 示 ， 一 圆 截 面 钢 杆 的 下 端 固 结 一 刚性 托 
盘 ， 盘 上 放置 一 刚度 系数 为 交 = 1.6 MN/m 的 弹簧 。 已 知 钢 杆 的 直 
径 d = 40 тп. КЖ = 4m， 材 料 的 许 用 应 力 [o]= 120 MPa、 弹 
TERE E = 200 GPa， 钢 杆 与 托盘 的 自重 可 忽略 不 计 。 若 有 一 重 
Р = 15 kN 的 重 物 自由 落下 ， 试 求 其 许可 高 度 hh。 再 问 ， 如 果 没 有 
ЖЖ, 许可 高 度 h 又 为 多 少 ? 

11-8 如 习题 11-8 图 所 示 ， 重 为 P 的 重 物 从 高 度 h 处 自由 下 
落 ， 冲 击 简 支 梁 AB 的 也 点。 已 知 粱 的 抗 弯 刚 度 为 ETI， 抗 弯 截 面 系 
数 为 W， 试 求 梁 内 的 动 荷 最 大 弯曲 正 应 力 及 跨 中 截面 C. 的 动 荷 
HE. 

1-9 如 习题 11-9 图 所 示 ， 重 为 P 的 重 物 从 高 度 h 处 自由 下 习题 11-7 图 
ж. 冲击 于 半 长 为 1 的 外 伸 梁 AD 的 D 点 。 BAR KHS E A 
ET， 试 求 截面 C 的 动 荷 挠 度 。 

11-10 如 习题 11-10 图 所 示 ， 和 矩形 截面 钢 梁 AD 和 圆 截面 钢 杆 BD ED ЩА, 一重 
Р = 1kN 的 重 物 自 高 度 H = 100 mm 处 自由 下 落 ， 落 在 AD 梁 的 中 点 C 处 。 已 知 梁 AD 的 长 
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Ж! = 1m， 截 面 尺寸 = 40 mm、 玉 一 60mm， 杆 BD 的 长 度 工 = 4m， 截 面 直径 d = 10 тт, 
材料 的 弹性 模 量 E = 200 GPa。 若 不 计 梁 和 杆 的 自重 ， 试 求 杆 BD 的 动 荷 伸 长 。 





习题 11- 8 图 





习题 11-9 图 





习题 11-10 图 


11-11 习题 11-11 图 所 示 一 卷扬机 ， 帅 着 重 P = 2 kN 的 重 物 以 速度 v = 1.6 m/s 匀速 
下 降 。 当 吊 索 长 度 ! = 60 m 时， 突然 制 动 。 已 知 吊 索 横 截面 面积 A = 400 mm’, НЕН 
Е = 170 GPa。 若 不 计 吊 索 自重 ， 试 计算 吊 索 横 截 面 上 的 动 荷 应 力 。 

11-12 ”如 习题 11-12 AR, ЖР = 2 kN 的 冰 块 ， 以 速度 v = 1 m/s 沿 水 平方 向 冲击 
一 木 桩 的 上 端 。 已 知 木 桩 长 度 ! = 3m， 直 径 d = 200 mm, ÑE E = 11 GPa。 若 不 计 木 
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桩 自重 ， 试 求 木 桩 内 的 最 大 动 荷 正 应 力 。 





习题 11-11 图 习题 11-12 图 


11-13 如 习题 11-13 图 所 示 ， 竖 直 杆 AD 的 也 端 固 结 一 重 为 P 的 重 物 ， 给 重 物 一 水 平 初 
速度 v， 使 重 物 落 在 水 平 简 支 梁 AB 的 中 点 C。 已 知 梁 AB 的 抗 弯 刚 度 为 ET。 若 不 计 梁 和 杆 的 
自重 ， 试 求 粱 AB 的 最 大 动 荷 挠 度 。 

11-14 如 习题 11-14 图 所 示 ， 若 将 上 题 中 的 装置 顺 时 针 旋 转 90"， 而 其 他 条 件 均 不 变 ， 
则 此 时 梁 AB 的 最 大 动 荷 挠 度 是 多 少 ? 





习题 11-13 图 习题 11-14 图 


11-15 如 习题 11-15 图 所 示 ， 一 个 
ЖР = 120 NN KHR, MBEN H AtA 
由 下 落 ， 冲 击 到 木 制 悬臂 梁 的 截面 C 上 
时 ， 测 得 自由 端 了 3 的 最 大 动 荷 挠 度 
ша = 112mm。 已 知 木 梁 的 弹性 模 量 
E 一 8 GPa, ЖЕЎ b = 240 mm, Ы 
度 h = 50 mm。 试 求 下 落 高 度 Н 与 梁 内 
的 最 大 动 荷 正 应 力 。 


РЕ 





习题 11-15 
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11-16 如 习题 11-16 图 所 示 ， 和 矩形 截面 梁 AB 的 A 端 固定 ，B 端 用 刚度 系数 为 & 的 弹 得 
支承 。 重 为 P 的 重 物 从 高 度 态 处 自由 下 落 ， 冲 击 梁 的 B 端 。 已 知 梁 的 弹性 模 量 为 E， 若 不 计 
梁 的 自重 ， 试 求 梁 内 的 最 大 弯曲 正 应 力 。 





习题 11-16 图 


11-17 试 计算 习题 11-17 图 所 示 各 交 变 应 力 的 应 力 比 、 平 均 应 力 与 应 力 幅 。 


а/МРа 9/ МРа 





习题 11-17 图 


11-18 习题 11-18 图 所 示 一 阶梯 形 圆 轴 ， 受 弯曲 对 称 
循环 交 变 应 力 的 作用 。 已 知 弯 矩 М = 1.5 КМ. m， 轴 的 尺 
А D = 60mm, 4 = 50 тт, R 一 5mm， 材 料 的 强度 极限 
o = 1000 MPa, ЖЖ o- = 550 MPa， 轴 的 表面 经 过 
精 车 加 工 。 若 规定 的 疲劳 安全 因数 nt = 1.7， 试 校 核 其 疲 习题 11-18 图 
劳 强度 。 





Я-% т 


在 外 力作 用 下 ,固体 的 变形 将 引起 外 力 的 作用 点 沿 其 作用 方向 产生 位 移 。 
因此 ， 在 固体 的 变形 过 程 中 ， 外 力 将 做 功 。 í 

与 此 同时 ， 弹 性 固体 因 变 形 将 具有 做 功 的 本 领 ， 即 能 量 ， 这 种 能 量 称 为 应 
变 能 或 变形 能 。 i 

对 于 在 静 载 荷 作 用 下 的 完全 弹性 体 ， 在 其 加 载 变形 过 程 中 ， 其 他 形式 的 能 
量变 化 或 损耗 均 可 忽略 不 计 。 因 此 ,根据 能 量 守恒 原理 ， 外 力 功 W 应 等 于 弹性 
体 的 应 变 能 V.， 即 有 

у =у, (12-1) 

以 此 为 基础 ， 即 可 建立 起 外 力 与 位 移 之 间 的 关系 ， 从 而 给 出 计算 弹性 结构 
位 移 的 方法 。 这 类 方法 就 称 为 能 量 法 。 

本 章 主要 内 容 包括 杆 件 应 变 能 的 计算 ， 卡 氏 定 理 、 互 等 定理 ， 单 位 载荷 法 ， 
以 及 图 乘法 。 





ЖОН 外 力 功 与 应 变 能 的 计算 


一 、 外 力 功 的 计算 


外 力 功 的 计算 在 理论 力学 中 已 有 系统 介绍 。 这 里 ， 仅 讨论 能 量 法 中 所 涉及 
的 线 弹 性 结构 上 的 外 力 功 的 计算 。 
如 图 12-1a 所 示 ， 梁 在 静 载荷 下 的 作用 下 ， 因 变形 引起 下 作用 点 沿 下 作用 
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方向 产生 位 移 A。 由 于 在 加 载 变形 过 程 中 ， 静 载荷 是 由 零 开始 逐渐 增加 ， 最 终 达 
到 定 值 下 的 ; 对 应 位 移 也 是 随 之 由 零 开始 逐渐 增 大 ， 最 终 达 到 定 值 A 的 。 因 此 ， 
根据 变 力 功 的 计算 公式 ， 外 力 F 的 功 应 为 


W = | Fas 


在 线 弹性 范围 内 , 下 与 4 成 正比 ( 见 图 12-1b)， 于 是 ， 得 到 线 弹 性 结构 上 
外 力 功 的 计算 公式 


(12-2) 





а) 


需要 指出 ， 式 (122) 中 的 外 力 下 是 广义 的 ， 它 可 以 是 一 个 集中 力 ,一 
集中 力 偶 ， 也 可 以 是 一 对 等 值 、 反 向 的 集中 力 或 集中 力 偶 。 与 此 相应 ， 位 移 Л 
也 是 广义 的 ， 如 果 下 为 一 个 集中 力 ， 它 就 是 沿 下 作用 方向 的 线 位 移 ; 如 果 下 为 

一 个 集中 力 偶 ， 它 就 是 角 位 移 ; 如 果 下 为 一 对 等 值 、 反 向 的 集中 力 或 集中 力 偶 ， 
它 就 是 相对 线 位 移 或 相对 角 位 移 。 关 于 这 一 点 ， 读 者 可 通过 后 面 的 有 关 例 题 加 
深 理解 。 


二 、 应 变 能 的 计算 


下 面 介绍 在 线 弹 性 条 件 下 ， 杆 件 应 变 能 的 计算 。 

1. #5 (Ж) 杆 

图 12-2 为 从 轴 向 拉 〈 压 ) 杆 中 截取 的 微 段 ， 根 
据 胡 克 定 律 ， 在 轴 力 F(x) 的 作用 下 ， 该 微 段 杆 产 
生 的 轴 向 变形 为 





A, EA 为 杆 的 抗 拉 〈 压 ) 刚度 。 
由 式 (12-2), Ех(х) 在 dAl 上 所 做 的 功 
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dW = Емба) • dAl = ора 9 
根据 式 (12-1)， 即 得 微 段 轴 向 拉 ( 压 ) 杆 的 应 变 能 
4 _ Fila) 
dV. = dW = JEA dz 
所 以 ， 整 根 轴 向 拉 ( 压 ) 杆 的 应 变 能 为 
ег F(x) 
= | БА ат (12-3) 
еі GE 式 (12-3) 成 为 
_ РЫ 
V= ZEA (12-4) 
2. 扭转 圆 轴 
同 理 ， 可 以 得 到 扭转 圆 轴 的 应 变 能 
шы T R 
e= ET. dz (12-5) 


RP, То» Эй хш КН; СІ, 为 轴 的 抗 扭 刚度 Туин, Ж 


(12-5) 成 为 
Шым 
Ў, == ZGT, (12-6) 
з. 对 称 弯曲 梁 
可 以 表明 ， 对 于 工程 中 常见 的 细 长 梁 ， 剪 切 应 变 能 相对 很 小 ， 因 此 ， 只 需 


考虑 弯曲 应 变 能 即 可 。 用 类 似 的 方法 可 以 得 出 ， 对 称 弯曲 粱 的 应 变 能 为 
Жә | M (2) jz (12-7) 
AP, М(х) ХЭ 2 1А ЕНЕ; ET 为 深 的 抗 弯 刚度 。 


由 于 刚 架 与 粱 类 似 ， 也 是 主要 承受 弯曲 变形 的 结构 ， 所 以 上 式 亦 适 用 于 
刚 架 。 








合 变形 杆 
对 于 承受 组 合 变形 的 杆 件 ， 在 小 变形 情况 下 ， 可 以 认为 ， 各 个 内 力 分 量 只 
在 各 自 引 起 的 变形 上 做 功 。 从 而 得 到 组 合 变形 杆 件 的 应 变 能 为 
Е(х) Т°(=х) М? (х) 
* = |, 2ЕА d+ | 2СТ, |, 2ЕЇ 
与 有 热力 的 功 一 样 ， 弹 性 体 的 应 变 能 也 是 状态 参量 ， 只 取决 于 加 载 与 变形 
的 始末 状态 ， 而 与 中 间 过 程 无 关 。 男 外 注意 到 ， 应 变 能 恒 为 正 值 。 
【 例 12-11] ЕНЖАР 如 图 12-3 所 示 , 已 知 其 抗 弯 刚度 为 ET。 试 求 梁 的 应 变 能 及 BE 
面 的 转角 Ono 








dz + ах (12-8) 


306 ， 材料 力学 第 3 版 


М: (1) 梁 的 应 变 能 
梁 在 任 一 横 截 面 上 的 弯 矩 ( 见 图 12-3) 
М(х) = -М, 

由 式 (12-7) ， 得 梁 的 应 变 能 
= | МӘ, = | (一 M. i _ Mı 

















2ЕІ Ја ЖЕГ 2 
(2) B 截面 的 转角 
梁 上 外 力 的 功 为 
КӨҢ; 
W ---М.ф 
Жаң (12-0, Ж 
1 _ Mil 
2М0%-?Е А 
故 得 B 截面 的 转角 
мал 
% = тү 





转向 与 外 力 偶 矩 Me 的 转向 一 致 ， 为 顺 时 针 。 





【 例 12-2] 试 求 图 12-4 所 示 结 构 的 应 变 能 。 
БЯ АВ 的 抗 弯 刚 度 为 ET， 杆 CB 的 抗 拉 ( 压 ) 
刚度 为 EA。 

解 : 杆 CB 的 轴 力 


由 截面 法 ， 得 梁 АВ WSEH E 





М(х) = 3-2 -1-да? 
RAR (12-7) 中 求 积 分 ， 得 梁 АВ 的 应 变 能 
1 1 2 
qx — qr’ 5 
рм?) ШЕК 2% | _ g’ 
М Ке жы |, 2ЕТ dz = 94081 
所 以 ， 整 个 结构 的 应 变 能 











2 12 215 
жи ЖЕ = ФЃа gt 
Ve = Уа Ув SEA + 340E1 


【 例 12-51 在 图 12-5 所 示 三 角 支 架 中 ,已 知 两 杆 的 抗 拉 ОЖ) 刚度 均 为 EA。 试 计算 结 
点 B 的 竖 直 位 移 Aspv。 
解 : (1) 计算 外 力 功 
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三 角 支 架 上 外 力 的 功 为 
es: 
W = FFAsv 


(2) 计算 应 变 能 

由 截面 法 ， 易 得 АВ, СВ 两 杆 的 轴 力 分 别 为 
Ем = Е, Fa 一 一 VZF 

由 式 〈12-4)， 得 三 角 支 架 的 应 变 能 


у. = l Fe (Wi) 1-42У2 ЕЧ 
* 2EA 2EA 2 ЕА 


(3) 计算 Asv 
根据 式 (12-1)， 有 





1 _ 14242 ЕМ 
Biv A 








由 此 得 结 点 B 的 竖 直 位 移 
Аву 一 а-а УФ ісі» 

由 上 述 三 例 可 见 ， 直 接 运 用 式 (12-1) 来 计算 结构 的 位 移 有 很 大 的 局 限 性 。 
首先 ， 只 能 有 一 个 集中 载荷 作用 于 结构 上 ; 其 次 ， 所 求 位 移 必 须 是 集中 载荷 的 
作用 点 沿 载荷 作用 方向 的 位 移 。 对 于 一 般 情况 下 的 位 移 计 算 ， 则 可 采用 下 面 介 
绍 的 卡 式 定理 、 单 位 载荷 法 等 其 他 能 量 方法 。 





ЖОН ЕКЖЙ 


假设 线 弹 性 结构 在 任意 一 组 载荷 F, Fz, «еа Е,, й: Е, 的 作用 下 发 生变 





Ж. 其 应 变 能 V. 为 载荷 Fis Е, г, Бо", Е, 的 函数 ， Ж А; 代表 结构 因 变 
ЖЕМЕ, 作用 点 沿 Е, 作用 方向 的 位 移 ， 则 可 证 明 
9V。 
Ду == JF, (12-9) 


即 应 变 能 У, 对 任 一 载荷 Р, 的 一 阶 偏 导数 ， 就 等 于 Б, АЕНА Е, 作用 方向 的 
位 移 A,。 这 就 是 卡 氏 定理 。 应 该 指出 ， 卡 氏 定 理 中 的 载荷 F 与 位 移 A; 同样 也 都 
是 广义 的 。 同 时 还 需要 强调 ， 卡 氏 定 理 仅 适用 于 线 弹 性 结构 。 

将 式 (12-7) 代入 式 (12-9)， 可 得 到 如 下 适用 于 梁 和 刚 架 的 卡 氏 定理 的 表 
达 形 式 





д. = |м Шы! IMC) jr (12-10) 


дЕ, 
Жақ (12-4) RAR (12-9), ақа алиф а ыза 
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形式 


= Емі, дЕм Я 
А, == > тш. Ры) (12-11) 


在 运用 卡 氏 定理 计算 线 弹 性 结构 的 位 移 时 ， 有 些 实用 技巧 ， 现 举例 说 明 
如 下 。 ， 
【 例 12-4】 试用 卡 氏 定理 计算 例题 12-3 中 的 三 角 支架 结 点 B 的 竖 直 位 移 Asv. 


f: 由 于 待 求 位 移 Asv 就 是 外 力 下 的 作用 点 沿 F 作用 方向 的 位 移 ， 因 此 ， 可 直接 运用 卡 
氏 定 理 计算 。 


首先 ， 通过 截面 法 求 得 两 杆 轴 力 及 其 对 下 的 一 阶 偏 导 数 分 别 为 














дЕ 
Fu = Е, 一 1 
9 
Бе= = Е, = —/ Р 


IF 
将 以 上 结果 代入 式 (12-11) 即 得 结 点 B 的 竖 直 位 移 


_ Fuh ФҒа, Ер diy ЕІ (—/2Е)О/21) i Fl 
Азу = ра" р EA "ЭР БАЗ ҒА хх М) = (+2YD EA V? 


所 得 Ару ЖІЕ, 说 明 Asv 与 下 同 向 。 假 如 求 出 的 Asv 为 负 ， 则 说 明 Ак, 5 ЕБ]. 














【 例 12-51 受 均 布 载荷 g 作用 的 悬臂 粱 如 图 12-6a 所 示 ， 已 知 梁 的 抗 弯 刚度 为 EI。 试 求 
自由 端 截面 В 的 转角 Os. 








R: 由 于 在 截面 B 处 没有 与 转角 gs 对 应 的 外 力 偶 作 用 ， 因 此 不 能 直接 运用 卡 氏 定理 。 在 
这 种 情况 下 ， 可 首先 在 截面 纪 处 添加 一 个 力 偶 矩 M。( 见 图 12- 6b)， 这 样 ， 就 可 以 根据 卡 氏 
定理 求 出 梁 在 载荷 gc 和 М. 的 共同 作用 下 截面 В 的 转角 。 最 后 ， 再 令 M. = 0， 即 得 均 布 载荷 
gq 单独 作用 所 引起 的 截面 B 的 转角 ga。 具体 计算 过 程 如 下 。 

在 载荷 gs 和 М. 的 共同 作用 下 ， 梁 的 弯 矩 方程 及 其 对 М, 的 一 阶 偏 导数 分 别 为 


9MCz) _ 
ӘМ. 


将 以 上 结果 代入 式 〈12-10)， 得 在 载荷 gs MM. 的 共同 作用 下 ， 梁 截面 B 的 转角 
_fMG) aMz) ， 11/ 1 > 1 (а: 
ГА = | a тты с = кї], ( ас м. )х‹ Ddr = в ( З +M) 
Ж ЕЖ Ж. $ M. = 0， 即 得 自由 端 截面 В 的 转角 为 


2 
6E 





мо» Far M., 1 











ûs 
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转向 与 附加 力 偶 矩 M. 的 转向 相同 ， 为 顺 时 针 。 





【 例 12-6】 悬臂 刚 架 ABC 如 图 12-7a 所 示 ， 已 知 各 段 杆 的 抗 弯 刚 度 均 为 ETI。 试 求 刚 架 
自由 端 截面 С 的 竖 直 位 移 Acv 与 水 平 位 移 Ден. 





解 : 由 于 在 刚 架 上 同时 作用 了 两 个 力 F OLE 12-7a)， 此 时 ， 卡 氏 定理 也 不 能 直接 使 用 。 
在 这 种 情况 下 ， 可 分 别 记 竖 直方 向 的 力 下 为 、 水 平方 向 的 力 下 为 下 ， 从 而 在 符号 上 将 两 
者 区 分 开 来 〈( 见 图 12-7b)， 将 应 变 能 表达 为 Fl 和 F: 的 函数 。 这 样 ， 根 据 卡 氏 定理 ， 分 别 对 
应 变 能 关于 F УРЕ, 求 一 阶 偏 导数 ， 就 可 以 得 到 截面 C 的 竖 直 位 移 Acv 与 水 平 位 移 Acne R 
后 ， 在 结果 中 再 令 Fl = Е, = 下 即 可 。 详 细 计 算 过 程 如 下 。 

在 替换 力 的 符号 后 ，BC 段 、AB 段 的 弯 矩 方程 及 其 一 阶 偏 导数 分 别 为 














9 9 
Mla) = —Ё\үхү\,» e 419 а 0 
М(х) = —F,l— Ел, АЕ = —1, m = 2 


将 以 上 结果 分 别 代 入 式 (12-10) 积分 ， 得 截面 C 的 竖 直 位 移 Acv 与 水 平 位 移 Acn 分 别 为 


мк) ӘМ(х\) | мео амы) 
Ау = Í, a 35 t] B  ӘдЕ 





йт» 





1 1 
- ЕҢ Anie mddir ЕК FiFi ра» | 


-lF 5 т) 

















EI 
与 
мы gM(zi1) | М(2») 9M(z,) 
Acu = | Ме 2Е, 一 一 一 一 dzi + i ЕІ -IR ат; 
і 
ЕН Fil— Е;х;)(— х;)дх› = a3 Е, 十 zF) >) 
Жж КЕН. ЕСЕ, = Е, = Е, ВИЗЕ C 的 竖 直 位 移 、 水 平 位 移 分 别 为 
_ ПЕР БЕР... 
Асу = ЧЕГ СҰ)» Асн = ЗЕТ“ ) 
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【 例 12-71 如 图 12-8a 所 示 ， 一 平均 半径 为 R 的 小 曲率 圆 弧 形 曲 梁 AB 承受 力 偶 矩 M. 的 
作用 ,已 知 其 抗 弯 刚度 为 EI。 试 求 曲 梁 自 由 端 截面 В 的 水 平 位 移 Apn。 


Me 


Ee 





Me 

















图 12-8 


解 : 对 于 小 曲率 曲 染 ， 弯 和 矩 依然 是 造成 其 变形 的 主要 原因 ， 因此, 式 (12-10) 同样 
适用 。 

由 于 在 曲 梁 上 没有 与 As 相对 应 的 载荷 ， 故 首先 需要 在 В 截面 添加 一 个 水 平 力 下 (т 
图 12-8b) 。 

取 2? 角 表 示 任 一 横 截 面 的 位 置 ， 由 截面 法 得 曲 梁 的 弯 矩 方程 


М(ф) = Me 一 FR(1 一 cosp) (а) 
相应 一 阶 偏 导数 为 
Mp — —К(1—созф) (b) 


Жақ (а), (Ь) RAI (12-10), 将 dz 代 换 为 Rdpg， 并 令 下 = 二 0， 即 得 截面 B 的 水 平 
位 移 


Мс) IM, _ ы" йы, с асы (2 十 人 MeR o 
Авн | EI ЭЕ ал ЕТ). М.Е? (1 — соѕф) аф ЭЕ] (<) 


所 得 Дн A, ЖАЯ Asu УШ FÉ. 
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下 面 利用 能 量 守 恒 原理 引出 关于 线 弹 性 结构 的 两 个 重要 定理 : 功 的 互 等 定 
理 和 位 移 互 等 定理 。 

考虑 受到 Е, 与 Fs 两 组 外 力作 用 的 简 支 梁 ， 如 图 12-9 所 示 ， 假 设 采用 两 种 
加 载 方 式 : 第 一 种 为 先 加 第 一 组 外 力 Fi ， 后 加 第 二 组 外 力 Е С 12-9а); 第 
二 种 则 先 加 第 二 组 外 力 F,， 后 加 第 一 组 外 力 Е. ( 见 图 12-9b) 。 图 中 ，Au ЖЕ, 


第 十 二 章 能 量 法 (311) 


所 引起 的 F 的 作用 点 沿 Е, 作用 方向 的 位 移 ; Azs 为 F 所 引起 的 F 的 作用 点 沿 
Е, 作用 方向 的 位 移 ; AX Е, 所 引起 的 F 的 作用 点 沿 Fi 作用 方向 的 位 移 ; Ал 
ЖЕ, 所 引起 的 Р, 的 作用 点 沿 F 作用 方向 的 位 移 。 





а) b) 


对 于 第 一 种 加 载 方式 ， 外 力 功 为 








1 1 
Wi = z Frân РЕД, + z F 2z 
由 能 量 守恒 原理 ， 得 其 应 变 能 
ға == 5 ҒА, | ЕА | - Е.А» (а) 


对 于 第 二 种 加 载 方式 ， 外 力 功 为 
М; = LF, A» FoAn ЕА, 


由 能 量 可 恒 原理 , 得 其 应 变 能 
== 1 
z= = 


由 于 应 变 能 为 状态 参量 ， 只 取决 于 加 载 变形 的 始末 状态 ， 而 与 加 载 变形 的 

中 间 过 程 无 关 ， 即 有 Vs = У, WKAR (а), Ñ (b)， 得 
FA = йн (12-12) 

ERRA: 对 于 线 弹 性 结构 ， 第 一 组 外 力 在 第 二 组 外 力 所 引 起 的 位 移 上 所 
做 的 功 等 于 第 二 组 外 力 在 第 一 组 外 力 所 引起 的 位 移 上 所 做 的 功 。 该 结论 称 为 功 
的 互 等 定理 。 

作为 功 的 互 等 定理 的 一 个 重要 推论 ， 在 式 (12-12) Ф, Ф Е =F, M 
得 到 


Ve = РД БД H FiA (b) 


А» = Аз (12-13) 

即 当 Е, 与 Е, 的 数值 相等 时 ，F, 所 引起 的 F, 的 作用 点 沿 F 作用 方向 的 位 移 就 

等 于 Е, 所 引起 的 Е, 的 作用 点 沿 Е, 作用 方向 的 位 移 。 该 结论 称 为 位 移 互 等 
定理 。 

功 的 互 等 定理 与 位 移 互 等 定理 在 结构 分 析 中 具有 重要 作用 。 在 运用 互 等 定 
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理 时 ， 应 注意 以 下 两 点 : 

(1) 互 等 定理 中 的 外 力 与 位 移 都 是 广义 的 ，F 与 AZ Е, 与 Aa |Ң 
相互 对 应 ; 

(2) 互 等 定理 仅 适 用 于 线 弹 性 结构 。 | 

【 例 12-1 简 支 梁 如 图 12-10 所 示 ， 已 知 梁 的 抗 弯 刚 度 为 ET， 当 在 跨 中 C 处 作用 有 集中 


力 下 时 ， 横 截面 也 的 转角 0 = 忒 后 。 试 计算 在 截面 BERAE М, 的 力 偶 时 ， 截 面 C 的 


HE Асу. 

















图 12-10 


М. ШІЕ 12-10 所 示 ， 以 集中 力 下 作为 第 一 组 外 力 〈 见 图 12-10a) ， 以 矩 为 Me 的 力 偶 作 
为 第 二 组 外 力 ( 见 图 12-10b) ， 根 据 功 的 互 等 定理 有 








FÈ 
FAcv = M.0s = M. терт 
故 得 截面 C 的 挠 度 
м. 
Асу = терс y) 





【 例 12-91 如 图 12-11а 所 示 ， 超 静 定 梁 АВ 受 矩 为 M。 的 力 偶 作用 ， 试 利用 功 的 互 等 
EREE В 处 的 约束 力 。 已 知 梁 的 抗 弯 刚度 为 EL 
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解 : 将 活动 铵 支 座 В 视 为 多 余 约 束 ， 解除 之 ,并 以 相应 的 多 余 约束 力 Fs 代 之 作用 ， 得 
到 原 超 静 定 梁 的 相当 系统 ， 如 图 12-11b 所 示 ， 其 中 ，B 截面 的 挠 度 Am = 0. 

为 了 利用 功 的 互 等 定理 ， 设 想 在 悬臂 梁 AB ЮВ 端 作用 一 集中 力 下 ， 如 图 12-11с ЖЖ. 
在 集中 力 下 的 作用 下 ，B 截面 的 挠 度 、 转 角 分别 为 


_ ЕР уч 
Ав = ІС №), Фе тоты» 


以 图 12-11b 中 的 Fs 5 М. 作为 第 一 组 外 力 ， 以 图 12-11c 中 的 下 作为 第 二 组 外 力 ， 根 据 
功 的 互 等 定理 有 
ЕъДьг 一 Meba = FAm 
将 各 个 位 移 量 代 入 上 式 ， 解 得 活动 贸 支 座 В 的 约束 力 


_ 3M, 
Басс, 








第 五 节 单位 载荷 法 


一 、 单 位 载荷 法 


单位 载荷 法 是 一 种 适用 性 广泛 的 计算 结构 位 移 的 方法 。 

如 图 12-12a 所 示 ， 简 支 梁 АВ 在 某 组 载荷 F, Fo, ++, Е, 的 作用 下 发 生变 
形 ， 和 欲求 截面 C 的 竖 直 位 移 A。 

这 时 ， 若 设想 在 梁 的 截面 С 
沿 竖 直方 向 施加 一 单位 载荷 ( 见 
图 12-12b)， 即 可 根据 能 量 法 证 
明 ， 在 线 弹 性 范围 内 ， 载 荷 Fi 
Е, +, F, 引起 的 截面 C 的 坚 
直 位 移 为 


人 MGz) М(х) 
А =]. р 





(12-14) 
AP, Mr) 为 实际 载荷 Fi, 
Е,, e, Е, ЗЕЯ; M(x) 
为 虚 加 的 单位 载荷 引起 的 弯 矩 。 ш ины 
这 就 是 单位 载荷 法 。 式 (12-14) 适用 于 主要 承受 弯曲 变形 的 梁 和 刚 架 因 载 
荷 引 起 的 位 移 计 算 。 
对 于 术 架 因 载 荷 引 起 的 位 移 计算 ， 单 位 载荷 法 的 对 应 公式 为 





b) 
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EN Ем _ 
= хы) (12-15) 


Жон, Еу 为 实际 载荷 引起 的 轴 力 ;， Еу 为 虚 加 的 单位 载荷 引起 的 轴 力 。 
对 于 扭转 圆 轴 因 载 荷 引 起 的 位 移 计 算 ， 单 位 载荷 法 的 对 应 公式 为 


Е ТС) Тс > 
1 СТ, 


式 中 ，T(z) 为 实际 载荷 引起 的 扭矩 ，T(z) 为 虚 加 的 单位 载荷 引起 的 扭矩 。 
对 于 组 合 变形 杆 件 因 载 荷 引起 的 位 移 计 算 ， 单 位 载荷 法 的 对 应 公式 则 为 


А (12-16) 








_ /Fy Ры TEE) То) M(x) M(x) r 
л= У А ) -| Сі, бер) = w (ыд) 
单位 载荷 法 中 积分 形式 的 公式 ， 即 式 (12-14) MA (12-16), МУЫ 
积分 


关于 单位 载荷 法 ， 有 两 点 必须 强调 说 明 

(1) 单位 载荷 是 广义 的 ， 必 须 与 待 求 位 移 相 对 应 。 如 果 要 计算 结构 A 点 的 
水 平 位 移 ， 则 附加 的 单位 载荷 应 为 作用 于 A 点 沿 水 平方 向 的 单位 力 ; 如 果 要 计 
算 结 构 B 点 的 竖 直 位 黎 ， 则 附加 的 单位 载荷 应 为 作用 于 B 点 沿 竖 直方 向 的 单位 
力 ; 如 果 要 计算 结构 С 截面 的 角 位 移 ， 则 附加 的 单位 载荷 应 为 作用 于 С 截面 的 
单位 力 偶 ;如 果 要 求 的 是 两 个 截面 间 的 相对 线 位 移 〈 或 相对 角 位 移 ) ， 则 附加 的 
单位 载荷 应 是 作用 于 两 个 截面 沿 相 应 位 移 方向 的 一 对 反 向 单位 力 (或 单位 力 
偶 ) 。 

(2) 必须 注意 , A (12-14) ~ (12-17) 仅 适 用 于 线 弹 性 结构 。 但 同时 应 
该 指出 ， 单 位 载荷 法 本 身 的 适用 范围 实际 上 是 很 广泛 的 。 它 还 可 以 用 来 计算 非 
线 弹 性 结构 的 位 移 、 非 载荷 因素 引起 的 位 移 等 ， 但 相应 的 计算 公式 有 所 不 同 。 
有 兴趣 的 读者 可 参阅 有 关 资 料 。 


二 、 单 位 载荷 法 的 应 用 
在 应 用 单位 载荷 法 计算 结构 位 移 时 ， 应 遵循 下 列 步 又， 


(1) 在 结构 上 单独 添加 与 待 求 位 移 相 对 应 的 单位 载荷 ; : 
; (2) 分 别 计算 单位 载荷 与 实际 载荷 各 自 单独 作用 时 所 引起 的 内 力 ; ; 
: (3) 将 内 力 代 入 相应 公式 ， 即 式 (12-14) ~A (12-17)， 计 算 位 移 。: 
现 举例 说 明 如 下 。 

【 例 12-10】 试用 单位 载荷 法 计算 图 12-13a ЕЕЕ В 的 找 度 Asv 和 转角 0s。 已 
知 梁 的 抗 过 刚度 为 ЕІ. 

f: (1) 计算 截面 B WHE Asv 
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图 12-13 


首先 ， 单 独 在 梁 的 截面 B 施 加 一 沿 竖 直 方向 的 单位 力 ( 见 图 12-13b) 。 
在 实际 载荷 作用 下 ， 梁 在 任 一 r ТЩН) Ж 


М(х) = - Lg 


在 单位 力作 用 下 ， 梁 在 任 一 并 截面 的 弯 矩 为 
М(х) = — 
将 以 上 结果 代入 式 (12-14) 积分 ,得 截面 B 的 挠 度 
есе | 00, 2.4 ра" )‹ айр = аг, 

所 得 结果 为 正 ， 说 明 Asv 与 所 施加 的 单位 力 方向 一 致 。 

(2) 计算 截面 B 的 转角 Os 

首先 , 单独 在 梁 的 截面 В 施加 一 单位 力 偶 ( 见 图 12-130). 

在 实际 载荷 作用 下 ， 深 在 任 一 х ААО Е 








М(х) = 一 于 gz 


在 单位 力 偶 作 用 下 ， 梁 在 任 一 工 截面 的 弯 矩 为 











М(х) = 1 

将 以 上 结果 代入 式 (12-14) 积分 ， 得 截面 B 的 转角 
мыз жы жб ааа ШЕ 
>, == (2 а “үне 7 7 БЕП 





所 得 结果 为 负 号 ， 说 明 др re 为 顺 时 针 。 





【 例 12-11】 一 正方 形 栓 架 结构 如 图 12-14a MR, EA 5 根 杆 的 抗 拉 〈 压 ) 刚度 EA Ж 
同 ， 正 方形 的 边 长 为 !， 试 计算 A、C 两 结 点 之 间 的 相对 水 平 位 移 Aacan。 
解 : 首先 ,单独 在 A、C 两 结 点 沿 水 平方 向 施加 一 对 反 向 单位 力 〈 见 图 12-14b) 。 
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12-14 
在 实际 载荷 作用 下 ， 各 杆 的 轴 力 分 别 为 Р 
Fu = Ра = Бе = Бы = Р, Fy = F 
在 单位 载荷 作用 下 ,各 杆 的 轴 力 分 别 为 
Ем = Fy = Ем = Ем = у2 F= 1 





2 . 
将 以 上 结果 代入 式 (12-15)， 得 A、C 两 结 点 之 间 的 相对 水 平 位 移 


5 


дасы > (54) 15 (ех (е) (2) хах | 














【 例 12-21 悬臂 刚 架 如 图 12-15a 所 示 ， 若 各 段 杆 的 抗 弯 刚 度 均 为 EI， 试 求 其 自由 端 截 
E C 的 水 平 位 移 Acn 。 





а) b) 


解 : 首先 ， 单 独 在 截面 C 处 施加 一 沿 水 平方 向 的 单位 力 〈 见 图 12-15b) 。 
在 实际 载荷 作用 下 ， 刚 架 ВСВ. АВ 段 的 弯 抢 方程 分 别 为 
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Mlz) = --Ет,, M(z:)=—Fl 
在 单位 载荷 作用 下 ， 刚 架 ВС, АВ Буя 
M(x)=0, M(z;)= —х, 
将 以 上 结果 代入 式 〈12-14)， 求 得 截面 C 的 水 平 位 移 


_ [Ma Ma) | Ма Ша 
Асн =f EI daty EI 


所 得 结果 为 正 ， 说 明 Aca 与 所 施加 的 单位 力 方向 一 致 。 


ғ 
2ЕІ 








1 
dzi 2 у= адб = 





【 例 12-131 图 12-16a 所 示 结 构 ， 已 知 杆 AC 的 抗 弯 刚度 为 BT， 杆 BD буф OE) 刚 
度 为 EA， 试 求 截面 C 的 竖 直 位 移 Acv。 





f: 首先 ， 单独 在 截面 С 处 施加 一 竖 直 单位 力 〈 见 图 12-16b) 。 
这 是 桩 梁 混合 结构 ， 其 中 杆 AC 主要 承受 弯曲 变形 ， 杆 BD 则 承受 轴 向 压缩 。 
在 实际 载荷 作用 下 ， 杆 AC 的 DC 段 的 弯 矩 方程 与 杆 BD 的 轴 力 分 别 为 


М(х) = —Ет, Ғұ--2/2Е 
在 单位 载荷 作用 下 ， 杆 AC 的 DC БЕШ ЯН BD 的 轴 力 分 别 为 
М(2) = —zx, Fy = —2V2 


并 注意 到 ， 杆 AC 的 AD RS DC 段 的 弯 矩 方程 相同 。 
将 内 力 分 别 代 入 式 (12-14) 53} (12-15), 并 相 加 ， 即 得 截面 C 的 竖 直 位 移 


1[ pa _ 2Fl 8432F 
Жоу х Ет) 002+ рд 2V2F) X ( 2/0) X ЫШ) = SET T FA (4) 











Жо 图 Æ 法 


如 上 节 所 述 ， 计 算 粱 和 刚 架 因 载 荷 引 起 的 位 移 需 要 求 莫 尔 积分 
— | М(х) MCa) jr 


a 1 ЕІ 
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不 难 证 明 ， 若 满足 以 下 三 个 条 件 : (1) 直 杆 ; (2) HERE EI 为 常数 ，(3) 单 
位 载荷 引起 的 弯 矩 图 RAME) 为 单一 直线 ， 则 上 述 莫 尔 积分 可 改写 为 
«Мс 
EI 
AF, о 为 实际 载荷 引起 的 弯 矩 图 ( 称 为 M 图 ) 的 面积 ; Me 为 M 图 的 形 心 对 
应 位 置 上 的 M 图 中 的 纵 坐 标 ， 如 图 12-17 ж. ЖЕР, ЖМ 与 M 的 正 负 号 
相同 ， 则 乘积 oM: RES; 若 M 与 M 的 正 负 号 相反 ， 则 乘积 М 取 负 号 。 这 
种 将 莫 尔 积分 转化 为 图 形 几 何 量 相 乘 的 计算 方法 称 为 图 乘法 。 

若 M 图 是 由 几 段 直线 构成 的 ， 或 者 抗 弯 刚 度 EI 为 分 段 常 数 ， 则 应 分 段 运 用 
式 (12-18)， 然 后 代数 相 加 ， 即 有 


A= ‚ныс! : (12-19) 


为 了 方便 图 乘法 的 运用 ， 图 12-18 给 出 了 几 种 常见 图 形 的 面积 和 形 心 位 置 。 
需要 指出 ， 图 12-18 中 的 抛物 线 均 为 标准 抛物 线 ， 即 其 顶点 处 的 斜率 为 零 。 


上 
т z 1 кшй 


В Е га 
o = 1 о з!" 


а) 三 角形 b) 二 次 抛物 线 


| 
M | 1 қа” 1 
| мешіті менті е кете, 


@ = 21 = 一 一 


c) 二 次 抛物 线 d) n 次 抛物 线 


А- 





(12-18) 














мү 


图 12-17 图 12-18 


运用 图 乘法 来 计算 莫 尔 积分 可 以 简化 计算 过 程 ， 现 举例 说 明 如 下 。 
【 例 12-141 如 图 12-19a 所 示 ， 简 支 梁 AB 受 均 布 载荷 g 作用 ， 试 用 图 乘法 求 跨 中 截面 Р 
Қ. 已 知 梁 的 抗 弯 刚 度 为 ЕТ, 
: 首先 ， 单 独 在 跨 中 截面 C 处 施加 一 个 竖 直 单位 力 ( 见 图 12-19b) 。 
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a 
| 
Nm 

ж 
` 
с 
ы 











те ж-е жет /2 12 
а) b) 
М = 
M 
92/8 © ш И; 
аце | 
хс x | Xc Ж 
c) d) 
图 12-19 


分 别 作出 粱 的 M 图 、M 图 如 图 12-19c、d 所 示 ，M 图 为 折线 ， 故 需 分 段 进行 图 乘 。 借 助 
图 12-18 以 及 对 称 性 ， 由 弯 矩 图 和 式 (12-19)， 得 跨 中 截面 C 的 挠 度 


«Ме y1 ат ___ ЗЕЙ. 
EI xalla жақ қыса үх (х T 384Е1‹ 


【 例 12-151 外 伸 梁 如 图 12-20а 所 示 ， 试 用 图 乘法 求 截面 C 的 转角 ， 已 知 梁 的 抗 弯 刚 度 
为 ET。 


Асу- 2X 








ХІ 











"| 

қ 
8 
мі 





с) 4) 
图 12-20 
解 : 首先 ， 单 独 在 截面 C 处 施加 一 单位 力 偶 〈( 见 图 12-20b) 。 
分 别 作 出 梁 的 М 图 、M 图 如 图 12-20c、d 所 示 。 为 了 便于 图 乘 ，M 图 用 准 加 法 作出 。M 


图 为 折线 ， 故 需 分 段 进行 图 乘 。 
借助 图 12-18， 易 得 M 图 中 三 部 分 图 形 的 面积 LE 12-20c) 分 别 为 
2 


iy 2 
w = -х?!хдё = 4, ©, = 4 хіхаг = Гар, ay = : ХИК = аР 





M 图 中 三 部 分 图 形 的 形 心 对 应 位 置 上 的 M 图 中 的 纵 坐 标 〈 见 图 12-20d) 分 别 为 
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Ж. =.2 2 万 m 1 1 
Ма = 3х1 = 37 Мо = 1. Мз = = х1 = = 
将 以 上 结果 代入 式 (12-19)， 得 截面 C 的 转角 
1 ҮІ 17 = 1 п 2 Б. „я 2 1 3 
„ = ТАШ Ма +w, Мо 一 os Ма) Б grla Xy tgal х1--ұаР x ) 59! 


2) 6EI 
bc 为 正 ， 表 示 其 转向 与 单位 力 偶 的 转向 相同 ， 为 顺 时 针 。 





б 





[B] 12-16) 悬臂 刚 架 如 图 12-21a 所 示 ， 试 用 图 乘法 求 截面 C 的 转角 ， 已 知 各 段 杆 的 抗 
SNEHA ЕТ, 





с) d) 


图 12-21 


解 : 首先 ， 单 独 在 截面 C 处 施加 一 单位 力 偶 〈 见 图 12-21b) 。 

分 别 作出 刚 架 的 M 图 、M 图 如 图 12-21c、d 所 示 。 按 照 机 械 行 业 规 定 ， 将 弯 矩 图 画 在 杆 
件 的 受 压 一 侧 ( 见 例 5-11) 。 

借助 图 12-18， 易 得 M 图 中 两 部 分 图 形 的 面积 〈 见 图 12-21c) 分 别 为 


зі 1 4/2 _ а? _ а _ а 
w, 3 хіх 2 6° w {х 2 2 


显然 ，M 图 中 两 部 分 图 形 的 形 心 在 对 应 位 置 上 的 M 图 中 的 纵 坐标 恒 等 于 1， 即 
Ma= Мо = 1 
RAR 〈12-19) ， 得 截面 C 的 转角 


1 те 2-5 1 48 [3 3 
бс = кре Ma +o, Ма) = Ет(% ^1+% Х1)= ЕШ. 


бс 为 正 ， 表 示 其 转向 与 单位 力 偶 的 转向 相同 ， 为 顺 时 针 。 
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复习 思考 题 


12-1 何谓 线 弹 性 体 ? 如 何 计算 线 弹 性 体 的 外 力 功 ? 

12-2 何谓 应 变 能 ? 如 何 计算 杆 件 的 应 变 能 ? 

12-3 何谓 广义 力 ? 何谓 广义 位 移 ? 它们 之 间 有 何 对 应 关系 ? 
12-4 用 卡 氏 定理 计算 线 弹 性 结构 位 移 时 ， 应 注意 什么 ? 
12-5 在 运用 单位 载荷 法 计算 位 移 时 ， 应 如 何 施加 单位 载荷 ? 
12-6 用 单位 载荷 法 计算 结构 位 移 的 基本 步骤 是 什么 ? 

127 互 等 定理 是 如 何 建立 的 ? 其 适用 条 件 是 什么 ? 

12-8 图 乘法 的 适用 条 件 是 什么 ? 

12-9 如 何 利用 图 乘法 计算 梁 和 刚 架 因 载 荷 引 起 的 位 移 ? 


2) 题 


12-1 试 计算 习题 12-1 图 所 示 阶 梯形 拉杆 的 应 变 能 ， 已 知 АВ 段 杆 的 抗 拉 〈 压 ) 刚度 为 
ЕА\, KÆX h; BC 段 杆 的 抗 拉 〈 压 ) MEX EA, КЖ. 
12-2 习题 12-2 图 所 示 圆 轴 АВ 3 0 т. (№ • т/п) 的 均 布 扭转 外 力 偶 抢 的 作用 ， 


已 知 圆 轴 的 长 度 为 /， 直 径 为 4， 切 变 模 量 为 G， 试 计算 其 应 变 能 。 














习题 12-1 图 习题 12-2 图 
12-3 已 知 习题 12-3 图 所 示 各 梁 的 抗 弯 刚 度 均 为 ЕІ, РЯ НОЛА ЯВ. 














a) b) 
习题 12-3 图 


жете. 
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12-4 试 计算 习题 12-4 图 所 示 各 刚 架 的 应 变 能 及 截面 В 的 竖 直 位 移 , 已 知 各 有 段 杆 的 抗 弯 
刚度 均 为 ET。 





a) b) 
习题 12-4 图 z 
12-5 PHRA 12-5 图 所 示 ， 已 知 各 杆 的 抗 拉 〈 压 ) КІ) ЕЛ, ЖЕГЕ 
应 变 能 及 结 点 B 的 竖 直 位 移 。 
12-6 试用 卡 氏 定 理 计算 习题 12-6 图 所 示 外 伸 梁 截面 4 的 挠 度 。 ГІСІ” El. 








| 
习题 12-5 图 习题 12-6 图 





12-7 平面 刚 架 如 习题 12-7 图 所 示 ， 试 用 卡 氏 定理 计算 结 点 В 的 竖 直 位 移 。 已 知 各 段 杆 
的 抗 弯 刚 度 均 为 ЕІ. 

12-8 平面 梅 架 如 习题 12-8 图 所 示 ， 已 知 各 杆 的 抗 拉 〈 压 ) 刚度 均 为 EA， 试 用 卡 氏 定 
理 计算 结 点 D 的 竖 直 位 移 。 





习题 12-7 图 习题 12-8 图 
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129 试用 卡 氏 定理 计算 习题 12-9 图 所 示 外 伸 梁 B 截面 的 挠 度 ， 已 知 梁 的 抗 弯 刚 度 
Ж ЕІ, 

12-0 平面 刚 架 如 习题 12-10 тох, ERENER EL RAAR t 
算 端 点 D 的 竖 直 位 移 和 水 平 位 移 。 


10 kN/m 











习题 12-9 图 习题 12-10 图 


12-1 平面 梅 架 如 习题 12-11 图 所 示 ， 已 知 各 杆 的 抗 拉 〈 压 ) 刚度 均 为 EA。 试用 单位 
载荷 法 计算 结 点 C 的 竖 直 位 移 。 








Б ' 3тх4-12т | Е 


习题 12-11 图 


12-12 ”外 伸 梁 如 习题 12-12 图 所 示 ， 已 知 梁 的 抗 弯 刚 度 为 ET。 试 用 单位 载荷 法 计算 截面 
А 的 挠 度 和 转角 。 

12-13 ”试用 单位 载荷 法 计算 习题 12-13 ARERR RRE B 的 挠 度 和 转角 , 已 知 梁 的 抗 
弯 刚 度 为 EL 














习题 12-12 图 习题 12-13 图 
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12-14 试用 单位 载荷 法 计算 习题 12-14 图 所 示 各 检 架 中 结 点 A 的 竖 直 位 移 ， 已 知 柏 架 中 
各 杆 的 抗 拉 〈 压 ) 刚度 均 为 EA. 





а) b) 


习题 12-14 图 


12-5 试用 单位 载荷 法 计算 习题 12-15 图 所 示 平 面 刚 架 中 结 点 A 的 竖 直 位 移 与 结 点 B 的 
水 平 位 移 ， 已 知 刚 架 各 段 杆 的 抗 弯 刚 度 均 为 ЕТ. 

12-16 习题 12-16 图 所 示 结 构 ， 已 知 横梁 АВ 的 抗 弯 刚 度 为 ETI， 拉 杆 CD 的 抗 拉 刚 度 为 
EA ， 试 求 端点 В 的 竖 直 位 移 。 





习题 12-15 图 习题 12-16 图 


12-17 ”如 习题 12-17 图 所 示 ， 外 伸 梁 在 自由 端 D 处 受 矩 为 М. 的 力 偶 作 用 ， 试 用 互 等 定 


理 求 跨 中 С 截面 的 挠 度 ， 已 知 梁 的 抗 弯 刚 度 为 ET。 
Me 





习题 12-17 图 
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12-18 ”如 习题 12-18 图 所 示 ， 矩 形 截面 直 杆 受 到 一 对 方向 相反 、 作 用 线 相同 、 大 小 均 为 
ЕШ ЕЛЕН. ЕЛШШК ЗР, А. ЖИН СЖ) НИЕ EA, ИННА», ЕЛІН 
定理 求 该 杆 的 轴 向 变形 。 





习题 12-18 图 


12-19 试用 图 乘法 计算 习题 12-19 ARER RRE В 的 找 度 和 转角 ,已 知 梁 的 抗 弯 刚 
度 为 ET。 

12-20 ”试用 图 乘法 计算 习题 12-20 图 所 示 简 支 梁 截面 C 的 挠 度 和 截面 也 的 转角 ， 已 知 梁 
的 抗 弯 刚 度 为 ЕТ. 


а [s 
- -| 
习题 12-19 图 习题 12-20 图 
12-21 平面 刚 架 如 习题 12-21 图 所 示 ， 已 知 各 段 杆 的 抗 弯 刚度 均 为 EI。 试用 图 乘法 计算 
截面 C 的 竖 直 位 移 、 水 平 位移 和 角 位 移 。 


12-22 ”试用 图 乘法 计算 习题 12-22 图 所 示 平 面 刚 架 中 结 点 A 的 竖 直 位 移 与 结 点 B 的 水 平 
位 移 ， 已 知 刚 架 各 段 杆 的 抗 弯 刚度 均 为 ET。 














习题 12-21 图 习题 12-22 图 


第 十 三 章 
超 静 定 结构 与 力 法 


第 9 引 гі 


超 静 定 结构 具有 较 强 的 承载 能 力 ， 因 此 ， 在 工程 中 得 到 广泛 应 用 。 

由 于 超 静 定 结构 的 未 知 约束 力 和 未 知 内 力 的 数目 超过 了 独立 的 静 力 平衡 方 
程 的 数目 ， 所 以 ， 单 凭 平衡 方程 无 法 求 出 其 全 部 约束 力 和 内 力 。 例 如 ， 图 13-1a 
所 示 梁 的 约束 力 仅 凭 平衡 方程 显然 无 法 求 出 ; 而 图 13-1b 所 示 结 构 ， 尽 管 约束 力 
可 以 由 平衡 方程 求 出 ， 但 其 内 力 却 无 法 单 赁 平衡 方程 确定 。 它 们 都 属于 超 静 定 
结构 。 前 者 称 为 外 力 超 静 定 结构 ; 后 者 则 称 为 内 力 超 静 定 结构 。 





图 13-1 
在 超 静 定 结构 中 ,未知 力 超出 独立 平衡 方程 的 数目 称 为 超 静 定 次 数 。 通 过 
观察 可 以 发 现 ， 超 静 定 结构 都 具有 多 余 约 束 ， 在 去 除 这 些 多 余 约束 后 ， 超 静 定 
结构 就 会 变 为 静 定 结构 。 而 且 ， 多 余 约 束 的 数目 一 定 等 于 超 静 定 次 数 。 
本 章 主要 介绍 用 力 法 求解 超 静 定 结构 。 





第 一 节 用 力 法 求解 超 项 定 结构 


力 法 是 求解 超 静 定 结构 的 一 种 基本 方法 ， 其 主要 优点 是 适用 性 强 ， 可 以 用 
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来 求解 各 类 超 静 定 问 题 。 另 外 ， 该 法 的 思路 清晰 ， 过 程 规范 ， 便 于 掌握 。 它 的 
缺点 是 对 于 超 静 定 次 数 较 高 的 问题 ， 计 算 过 于 繁琐 。 下面， 以 求解 图 13-1a 所 示 
超 静 定 梁 为 例 ， 介 绍 力 法 的 基本 思路 。 

显然 , 图 13-1a 中 的 梁 为 一 次 超 静 定 结构 ， 具 有 一 个 多 余 约 束 。 

首先 ， 将 活动 铵 支 座 B 作为 多 余 约 束 ， 将 其 撤除 ， 得 到 图 13-2a 所 示 的 静 定 
梁 。 而 支 座 В 对 梁 的 作用 则 由 其 对 应 的 约束 力 Х, 来 替代 。 超 静 定 结 构 撤除 多 余 
约束 后 所 得 到 的 静 定 结构 ， 称 为 原 结构 的 基本 静 定 结 构 或 基本 静 定 体系 。 与 多 
余 约 束 对 应 的 未 知 力 称 为 多 余 未 知 力 。 所 谓 力 法 ， 就 是 以 多 余 未 知 力作 为 基本 
未 知 量 ， 并 根据 多 余 约 束 处 的 位 移 条 件 ， 求 出 多 余 未 知 力 。 显 然 ， 多 余 未 知 力 
一 旦 求 出 ， 超 静 定 问题 即 转化 为 静 定 问题 。 











c) d) 


要 使 图 13-2 所 示 的 基本 静 定 梁 完 全 等 价 于 图 13-1а 所 示 的 超 静 定 梁 ， 还 必 

须 满 足 原 超 静 定 梁 在 支 座 B 处 的 位 移 条 件 。 由 于 原 超 静 定 梁 在 ВА Ай 5) К ж 

E, WX 方向 的 位 移 为 零 。 因 此 ， 基 本 静 定 梁 在 载荷 g 和 多 余 未 知 力 X 的 共 

同 作 用 下 ，B 端 沿 ХА, 方向 的 位 移 也 应 当 为 零 。 用 A 表示 Xi 的 作用 点 沿 X (Е 

用 方向 的 位 移 ， 即 应 有 

А, =0 (а) 

以 Aix 代表 当 Xi 单独 作用 于 基本 静 定 梁 上 时 ， 所 引起 的 Xi 的 作用 点 沿 Х, 

作用 方向 的 位 移 OLE 13-2b); Ar 代表 当 实 际 载荷 у 单独 作用 于 基本 静 定 梁 上 

时 ， 所 引起 的 X 的 作用 点 沿 X 作用 方向 的 位 移 〈 见 图 13-2c)， 则 由 要 加 
法 ， 有 | 

Дух, 十 Air 一 Ai (b) 
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再 以 0. 表示 与 X 同方 向 的 单位 力 单独 作用 于 基本 静 定 梁 上 时 ， 所 引起 的 
Xi 的 作用 点 沿 Х, 作用 方向 的 位 移 OLE 13-2d) ， 而 对 于 线 弹性 结构 ， 位 移 与 
载荷 成 正比 ， 因 此 又 有 
Aix, = ёп Ху Са) 
综合 上 述 三 式 ， 最 后 得 到 
| Ф.Х, Här = 0 (13-1) 
A (13-1) 称 为 力 法 典型 方程 或 力 法 正则 方程 。 
通过 计算 基本 静 定 梁 的 位 移 〈 亦 可 直接 查 表 7 1)， 易 得 力 法 典型 方程 中 的 
参数 0. 和 Ai 分 别 为 





P А25 а“ 
= ЗЕТ’ А ВЕТ 


其 中 ，Ais 为 负 ， 代 表 其 方向 与 X) 方向 相反 。 
将 0 与 Ar 的 计算 结果 代入 力 法 典型 方程 ， 即 式 (13- D, 求 得 多 余 未 知 力 
X = 240 ^ ) 


多 余 未 知 力 既 已 求 出 ， 超 静 定 问题 即 成 为 静 定 问题 
对 于 二 次 超 静 定 问题 ， 按 照相 同 思路 不 难 理解 ， 力 法 典型 方程 应 为 























б, Xi Х, РД,» = 0 
(13-2) 
6, Х, +0 X2 TAr = 0 
对 于 ?次 超 静 定 问 题 ， 力 法 典型 方程 则 成 为 
д. Xi | 6% X? е 6,Х, | Др = 0 
8 Хі--6, X2 +. +09, Xn БА = 0 
f (13-3) 


6, ХХ. +8 ХХ +0, Х, РА, = 0 
AP, 2,065 Х, 同方 向 的 单位 力 单独 作用 于 基本 静 定 结构 上 时 ， 所 引起 的 Х, 
的 作用 点 沿 X; 作用 方向 的 位 移 ， 称 为 力 法 典型 方程 中 的 系数 ， 由 位 移 互 等 定理 
可 知 ，6; = дк, Ar 为 实际 载荷 单独 作用 于 基本 静 定 结构 上 时 ， 所 引起 的 X; 的 
作用 点 治 X， 作用 方向 的 位 移 ， 称 为 力 法 典型 方程 中 的 自由 项 。 
P 运用 力 法 求解 超 静 定 结 ie 


са жазана, палван, Жинап АылАқ | 
+ 替 多 余 约 束 的 作用 
(2) 根据 多 余 约 束 处 的 位 移 条 件 ， 由 营 加 法 建立 力 法 典型 方程 ， | 


(3) 通过 计算 基本 静 定 结构 的 位 移 ， 确 定 力 法 典型 方程 中 的 系数 和 | 
自由 项 ; : 
(4) 解 力 法 典型 方程 ， 求 出 多 余 未 知 力 ， 使 之 转化 为 静 定 问题 。 | 


оФооФосоФооФооФооФооФосФооФооФдоФооФооФооФооФооФооФооФооФооФооФооФооФооФооФооФооФооФооФооФооФсооФсоФооФооФооФооФ 


+соФооФооФооФооФ%Ф 
© 
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下 面 举例 说 明 力 法 的 应 用 。 
【 例 13-11 试 作出 图 13-3a 所 示 超 静 定 梁 的 弯 和 矩 图 。 已 知 梁 的 抗 弯 刚度 为 ЕТ. 





图 13-3 


解 : D 解除 多 余 约束 
一 次 超 静 定 问题 。 以 活动 匀 支 座 В 作 为 多 余 约 束 ， 将 其 撤除 ， 得 基本 静 定 粱 OLE 13-3b)， 
其 作用 以 相应 的 多 余 未 知 力 Xi RE. 
(2) 建立 力 法 典型 方程 
0XI 十 Ar 一 0 
(3) 计算 ди 与 Ar 
2 为 与 Xi 同方 向 的 单位 力 单独 作用 于 基本 静 定 粱 上 OLE 13-3c) 时 ， 所 引起 的 B imie 
X 方向 的 位 移 ; Air 为 实际 载荷 单独 作用 于 基本 更 定 梁 上 〈 见 图 13-3d) 时 ， 所 引起 的 В 端 沿 
Xi 方向 的 位 移 。 采 用 单位 载荷 法 计算 如 下 。 
在 单位 载荷 作用 下 OLA 13-3c) ， 基 本 静 定 粱 的 弯 矩 方程 为 
М(х) = 一 工 
在 实际 载荷 作用 下 (LE 13-3d) ， 基 本 静 定 梁 的 弯 矩 方程 为 


свЕ(о0<-<-). M(z) 一 0 
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асв( <<). Ma) = Е(х—-;) 


根据 莫 尔 积分 ， 即 得 


А = | M(x) М(х) 
= 1 ЕІ 


мз Мыз, а, БЕ? 
Ap = p = Е „(Е ғ): zidi = — авт 


实际 上 ，0 与 ағажан 7-1 #18. 
(4) 解 方程 ， 求 多 余 未 知 力 
将 求 出 的 ди 与 Arf 代 人力 法 典型 方程 ， 解 得 多 余 未 知 力 


= 
Ж, = 014) 


1 1 
ах = ы (= х) іт = = 











解 出 Xi 即 可 作出 梁 的 弯 矩 图 ， 如 图 13-3e Жж. 





【 例 13-2] 超 静 定 刚 架 如 图 13-4a 所 示 ， 已 知 均 布 载荷 q = 10 kN/m， БОНН НІ 
度 均 为 ET， 试 计算 支 座 A、C 处 的 约束 力 。 
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解 : (1) 解除 多 余 约 束 

一 次 超 静 定 问 题 。 以 活动 匀 支 座 C 作为 多 余 约 束 ， 将 其 撤除 ， 得 图 13- 4b 所 示 基 本 静 定 
刚 架 ， 并 以 相应 的 多 余 未 知 力 X 代替 其 作用 。 

(2) 建立 力 法 典型 方程 

bu Xi 二 Air = 0 

(3) ЖЖ д5 дір 

да АҢ X 同方 向 的 单位 力 单独 作用 于 基本 静 定 刚 架 上 《〈 见 图 13-4c) 时 ， 所 引起 的 C 端 
WX 方向 的 位 移 ; Ais 为 实际 载荷 单独 作用 于 基本 静 定 刚 架 上 〈 见 图 13-44) 时 ， 所 引起 的 C 
端 沿 Xi 方向 的 位 移 。 采 用 单位 载荷 法 计算 如 下 。 

在 单位 载荷 作用 下 OLA 13-4c) ， 基 本 静 定 刚 架 的 弯 和 矩 方程 为 


ВСЕ. М‹(х) = x 
АВ 8: M(z,)= 2 
在 实际 载荷 作用 下 (LA 13-4d) ， 基 本 静 定 刚 架 的 弯 矩 方程 为 
ВСЕ. Ml(zi = 0 
AB Bt: Mla) = — 4-90 = — 5z} 
根据 莫 尔 积分 ， 即 得 
3. 1 2 56. 
иг ШІ» tazi + үү, шару 
же Hl. (5039 X йй: = 一 5 


(4) 解 方程 ， 求 多 余 未 知 力 
将 求 出 的 ди 与 Ar 代 人 力 法 典型 方程 ， 解 得 多 余 未 知 力 


х, = 52 KN = 11.4kN(+) 


此 即 支 座 C 处 的 约束 力 。 再 由 平衡 方程 ， 即 得 支 座 A 处 的 约束 力 
Fa -40ЕМС-Ә. Fa =11.4kN(¢), Ma = 57. 2 КМ • той) 





【 例 13-51 试 计算 图 13-5a 所 示 超 静 定 平面 析 架 中 各 杆 内 力 ， 已 知 各 杆 抗 拉 〈 压 ) 刚度 
均 为 EA。 

解 : (1) 解除 多 余 约 束 

这 是 内 力 一 次 超 静 定 结构 。 以 杆 4 作为 多 余 约 束 ， 将 其 切 开 ， 得 图 13-5b 所 示 基 本 静 定 
梅 架 ， 此 处 的 多 余 未 知 力 Xi 为 一 对 力 ， 等 值 反 向 ， 分 别 作用 于 切口 的 左 、 右 两 侧 截面 上 ， 
即 为 杆 4 的 轴 力 。 

(2) 建立 力 法 典型 方程 

5 和 十 Ar 一 0 

(3) 计算 б Дір 

ЖШ, д, 为 与 Х, 同方 向 的 一 对 单位 力 单独 作用 于 基本 静 定 梅 架 上 ( 见 图 13-5c) 时 ， 所 
引起 的 切口 两 侧 截面 沿 X 方向 的 相对 位 移 ，Air 为 实际 载荷 单独 作用 于 基本 静 定 榆 架 上 ( 见 
图 13-54) 时 ， 所 引起 的 切口 两 侧 截面 沿 X 方向 的 相对 位 移 。 采 用 单位 载荷 法 计算 如 下 。 
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在 单位 载荷 作用 下 ( 见 图 13-5c)， 基 本 静 定 检 架 中 各 杆 轴 力 分 别 为 








Ға Ем Ем. Fon 1, Еш == Ем = A2 
在 实际 载荷 作用 下 ( 见 图 13-5d), ÆR EHE РЯ) 
Ез = Ер = —Е, Ез = Flu = Fh = 0, Е = /2Е 


Ж (12-15), НИН 














РМ Е, ЕМү _ 4(1+/2)а 

7 Sl EA ) ЕА 

М А ГЕ МЕМ! _ 2(1+/2)Еа 
т У (= ЕА ғ) = EA 


(4) 解 方程 ， 求 多 余 未 知 力 
将 求 出 的 i 与 Air 代 入 力 法 典型 方程 ， 解 得 多 余 未 知 力 ， 即 杆 4 轴 力 


Е = Xi өлі 
ЕЕ, ШЕЖІРЕНІ. ЕНЕЛЕР B И] Ж А ИНЕ TR ҢА FT 
力 分 别 为 


Ем = Fw = — F, Fw 一 也 , Fx = ÊF, Ев = — 


ГА 
-F 
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【 例 13-41 图 13-6a 所 示 梁 ，A 端 固定 ，B 端 用 一 刚度 系数 为 上 的 弹簧 支撑 ， 其 上 受到 
均 布 载荷 gq 的 作用 。 已 知 梁 的 抗 弯 刚度 为 EI， 试 求 弹簧 受 力 。 








R: (1) 解除 多 余 约 束 

一 次 超 静 定 问 题 。 以 弹簧 支撑 作为 多 余 约 束 ， 将 其 撤除 ， 得 图 13- 6b 所 示 基 本 静 定 梁 ， 
其 中 的 多 余 未 知 力 X 即 为 弹簧 受 力 。 

(2) 建立 力 法 典型 方程 


х дь = -Š са) 


由 于 是 弹性 支撑 ， 此 时 В mE X 方向 的 位 移 不 再 为 零 ， 应 等 于 弹簧 的 变形 一 X1/k， 其 
中 负 号 表示 位 移 的 方向 与 X, 的 方向 相反 。 

(3) 计算 2 与 Ai 

6 为 与 Xi 同方 向 的 单位 力 单独 作用 于 基本 静 定 梁 上 〈 见 图 13-6c) 时 ， 所 引起 的 В 端 沿 
X 方向 的 位 移 ， Ais 为 实际 载荷 单独 作用 于 基本 静 定 梁 上 ( 见 图 13-6d) 时 ， 所 引起 的 В 端 沿 
X 方向 的 位 移 。 通 过 单位 载荷 法 计算 或 直接 查 表 7-1， 易 得 
= 1 Arr = -4 
(0 解 方程 ， 求 多 余 未 知 力 
将 求 出 的 2 与 Ar 代入 式 〈a) ， 解 得 多 余 未 知 力 ， 即 弹簧 受 力 


БЕЙЕК: 7» 
41 8AB +-24ЕІ 





【 例 13-5】 一 超 静 定 刚 架 如 图 13-7a 所 示 ， 已 知 杆 BC 的 抗 弯 刚度 为 ET， 杆 АС #0025 
刚度 为 2ET。 试 求 各 支 座 的 约束 力 。 
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解 : (1) 解除 多 余 约束 
ZKR [ЧАЙ ДЕЕ ЗА B 作 为 多 余 约 束 ， 将 其 撤除 ， 得 图 13-7b 所 示 基 本 静 定 
刚 架 ， 其 作用 以 相应 的 多 余 未 知 力 Xr X RE. 
(2) 建立 力 法 典型 方程 
Si Ki Gis ХД = 0 
8, Xı +8» Xo HAr = © 
(3) 计算 9 А» 
бі. ёа Л Х, 同方 向 的 单位 力 单独 作用 于 基本 静 定 刚 架 上 时 ， 所 引起 的 В 端 沿 
Xi, X 方向 的 位 移 〈 见 图 13-7c); 61;: 、62: 分 别 为 与 X; 同方 向 的 单位 力 单独 作用 于 基本 静 定 
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刚 架 上 时 ， 所 引起 的 В а Х.. X 方向 的 位 移 ( 见 图 13-7d)，Aiz 、Axr 分别 为 实际 载荷 单 
独 作 用 于 基本 静 定 刚 架 上 时 ， 所 引起 的 В mE Хі. X 方向 的 位 移 ( 见 图 13-7e) 。 运 用 单位 
载荷 法 不 难 求 得 : 


3 3 
8 а _ ба 


= EI” да = ЕР 
(4) 解 方程 ， 求 多 余 未 知 力 
将 求 出 的 5 与 Ar 代入 力 法 典型 方程 ， 解 得 多 余 未 知 力 


= A pie = к=. 
We BIE ЕСА В 处 的 约束 力 。 再 由 平衡 方程 即 可 求 得 固定 端 A 处 的 约束 力 


.a 3 = 15 : 
Fa = ТЕС). Fa =F, Ma = ғай 


Y Еа? 


к ФЕР 4% = БЕТ 


这- E 
“Ер Фе 











第 三 节 对称 性 问题 与 反对 称 性 问题 的 简化 计算 


在 工程 中 ， 经 常会 有 如 图 13-8a 所 示 的 这 样 一 类 对 称 结构 : 杆 件 轴线 构成 的 
几何 图 形 、 杆 件 刚度 以 及 所 受 约束 均 对 称 于 某 一 轴线 。 若 作用 于 对 称 结 构 上 的 
载荷 的 作用 位 置 、 大 小 和 方向 均 对 称 于 结构 的 对 称 轴 ， 如 图 13-8b 所 示 ， 则 称 为 
对 称 载荷 ， 若 作用 于 对 称 结构 上 的 载荷 的 作用 位 置 、 大 小 对 称 于 结构 的 对 称 轴 ， 
但 方向 反对 称 于 结构 的 对 称 轴 ， 如 图 13-8c 所 示 ， 则 称 为 反对 称 载 荷 。 


对 称 轴 





由 力 法 可 以 得 到 下 列 对 称 性 问题 和 反对 称 性 问题 的 基本 性 质 : 
1. 对 称 性 问题 的 基本 性 质 
对 称 结构 在 对 称 载荷 作用 下 ， 支 座 反 力 一 定 对 称 于 结构 的 对 称 轴 ; 在 对 称 
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截面 上 ， 内 力 一 定 对 称 于 结构 的 对 称 轴 ; 在 位 于 对 称 轴 的 截面 上 ， 反 对 称 内 力 
(前 力 ) 一 定 为 零 。 

2. 反对 称 性 问题 的 基本 性 质 

对 称 结构 在 反对 称 载荷 作用 下 ， 支 座 反 力 一 定 反 对 称 于 结构 的 对 称 轴 ; 在 
对 称 截 面 上 ， 内 力 一 定 反 对 称 于 结构 的 对 称 轴 ;， 在 位 于 对 称 轴 的 截面 上 ， 对 称 
AJ ӨЛЕ) 一 定 为 零 。 

在 求解 超 静 定 结构 时 ， 利 用 上 述 对 称 性 问题 和 反对 称 性 问题 的 基本 性质， 
可 以 降低 超 静 定 次 数 ， 从 而 大 大 简化 计算 过 程 。 举 例 说 明 如 下 : 


【 例 13-6] 超 静 定 梁 如 图 13-9a 所 示 ， 试 求 跨 中 截面 CHRE, 已 知 梁 的 抗 弯 刚度 
为 ЕІ. 








вұ 





图 13-9 


м. 该 粱 为 二 次 超 静 定 ， 但 这 是 对 称 性 问题 ， 利 用 对 称 性 问题 的 性 质 ， 可 以 将 其 转化 为 
一 次 超 静 定 问题 。 分 析 如 下 。 

将 作用 于 跨 中 截面 C 处 的 集中 载荷 下 分 解 为 作用 于 截面 C 两 侧 的 两 个 大 小 均 为 下 /2 的 分 
力 ( 见 图 13-9b) ， 即 构成 了 对 称 载荷 。 由 于 剪 力 是 反对 称 内 力 〈 见 图 13-9c)， 因 此 在 位 于 对 
称 轴 的 截面 C 上 ， 剪 力 Fs 必 为 零 。 于 是 ， 问 题 简化 为 一 次 超 静 定 。 

沿 截 面 C 截取 梁 的 1/2 为 研究 对 象 ， 如 图 13-9d 所 示 ， 以 截面 C 的 弯 矩 作为 多 余 未 知 力 ， 
记 作 Xi 。 因 为 截面 C 的 转角 为 零 ， 故 有 力 法 典型 方程 


ôn Xı HAr = 0 
运用 单位 载荷 法 计算 或 直接 查 表 7-1， 易 得 


ôn = 





ЕЖ 
2ЕГ 
将 和 与 Arf 代 人 力 法 典型 方程 ， 解 得 多 余 未 知 力 ， 即 截面 Со 
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Е 
8 


至 此 ， 问 题 转化 为 静 定 问题 。 根 据 图 13-9d， 由 叠加 法 或 单位 载荷 法 ， 求 得 该 梁 跨 中 截面 
C 的 挠 度 


Xi = 


__ ЁЁ 
Асу = тоо“ + ) 


【 例 13-1 超 静 定 刚 架 如 图 13-10a 所 示 ， 已 知 各 段 杆 的 抗 弯 刚 度 均 为 ETI， 试 求 铵 支 座 
A、B 处 的 约束 力 。 





图 13-10 


该 刚 架 为 一 次 超 静 定 ， 但 这 是 反对 称 性 问题 ， 利 用 反对 称 性 问题 的 性 质 ， 可 以 将 其 
转化 为 静 定 问题 。 分 析 如 下 。 

由 于 轴 力 与 弯 矩 是 对 称 内 力 〈 见 图 13-10b) ， 因 此 在 位 于 对 称 轴 的 截面 C Е, УЕ, 与 
зж M 必 为 零 。 于 是 ， 沿 截面 C 截取 刚 架 的 1/2 为 研究 对 象 ， 如 图 13-10с тт. 截面 C 上 
只 作用 有 剪 力 Fs。 显 然 ， 这 已 成 为 静 定 问题 。 根 据 图 13-10c， 由 平衡 方程 易 得 铵 支 座 A 处 的 
约束 力 


у= Far 4)» Fe=0 
HHRH БЕ ГЕКЕ Га] ТЕЛІ. BIRRE 已 处 的 约束 力 〈 见 图 13-10a) 


Fa = 4104), Еһ, = 0 





【 例 13-81 如 图 13-11a 所 示 ， 用 三 根 完全 相同 的 等 直 杆 悬挂 一 刚性 横梁 。 已 知 三 杆 的 长 
#1. Hiti (Ж) 刚度 为 EA， 试 求 三 杆 轴 力 。 

解 : 如 图 13-11а 所 示 ， 该 对 称 结构 所 受 载 荷 既 不 是 对 称 的 也 不 是 反对 称 的 ， 但 可 以 将 其 
视 为 对 称 载荷 ( 见 图 13-11b) 与 反对 称 载荷 〈 见 图 13-11c) ЖЕЛІ. 
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а) b) c) 


图 “13-11 


在 图 13-11b 所 示 对 称 载荷 作用 下 ， 显 然 三 杆 轴 力 相等 ， 为 


"4 ГА 74 1 
Ем = Ем = Ем = Е 























3 
ТЕР 13-11с 所 示 反 对 称 载荷 作用 下 ， 根 据 反 对 称 性 问题 的 性 质 ， 易 知 三 杆 轴 力 分 别 为 
РЭР ‚ Ж. По == + __ 21. 
Fh = zF» Fue 一 0， Fu = zF 
将 上 述 两 组 解 代数 相 加 ， 即 得 在 实际 载荷 作用 下 三 杆 的 轴 力 
# Л я 1 1 J 
Еһ = Ем Fni 3 F 2 F 6 Е 
Fy = Fi БЕ = 2-8 
Z jop 1 ТӨ!!! _ 5 
Fys Кә Т Ев 8 Е Т 2 Е 6 F 
复习 思考 题 


13-1 何谓 超 静 定 结构 ? 

13-2 何谓 超 静 定 次 数 ? 如 何 确定 超 静 定 次 数 ? 

133 何谓 多 余 约 束 ? 何谓 多 余 未 知 力 ? 

13-4 用 力 法 求解 超 静 定 结构 的 基本 步骤 是 什么 ? 

13-5 在 用 力 法 求解 超 静 定 结构 时 ， 基 本 静 定 结构 的 选择 是 否 唯 一 ? 
13-6 力 法 典型 方程 中 的 系数 д, 代表 什么 ? 自由 项 As 又 代表 什么 ? 
13-7 ”什么 是 对 称 结构 ? 

13-8 能 否 说 ， 只 要 结构 对 称 ， 结 构 的 支 座 反 力 就 一 定 对 称 ? 为 什么 ? 
13-5 什么 是 对 称 载 荷 ?9 什么 是 反对 称 载荷 ? 

13-0 ”对 称 性 问题 的 基本 性 质 是 什么 ? 

13-11 反对 称 性 问题 的 基本 性 质 是 什么 ? 
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3 ø 
13-1 求解 习题 13-1 图 所 示 超 静 定 梁 ， 并 作出 弯 矩 图 ， 已 知 梁 的 抗 弯 刚 度 为 EL 
13-2 求解 习题 13-2 图 所 示 超 静 定 梁 ， 并 作出 弯 矩 图 ， 已 知 梁 的 抗 弯 刚 度 为 EL 





习题 13-1 图 习题 13-2 图 


13-3 求解 习题 13-3 图 所 示 超 静 定 粱 ， 并 作出 弯 矩 图 ， 已 知 梁 的 抗 弯 刚 度 为 ЕТ. 
13-4 求解 习题 13-4 图 所 示 超 静 定 梁 ， 并 作出 弯 矩 图 , 已 知 梁 的 抗 弯 刚度 为 ET。 








习题 13-3 图 习题 13-4 图 


13-5 求解 习题 13-5 图 所 示 超 静 定 刚 架 ， 并 作出 弯 矩 图 ,已 知 各 段 杆 的 抗 弯 刚度 均 
为 El。 

13-6 求解 习题 13-6 图 所 示 超 静 定 刚 架 ， 并 作出 弯 矩 图 ,已 知 各 段 杆 的 抗 索 刚度 均 
Ж ЕІ. * 





习题 13-5 图 习题 13-6 图 
13-7 求解 习题 13-7 图 所 示 超 静 定 刚 架 ， 并 作出 弯 矩 图 ,已 知 各 段 杆 的 抗 弯 刚 度 均 
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为 ET。 
13-8 ” 超 静 定 析 架 如 习题 13-8 图 所 示 ， 已 知 各 杆 的 抗 拉 〈 压 ) 刚度 均 为 EA， 试 计算 各 
杆 的 轴 力 。 














习题 13-7 图 习题 13-8 图 


13-9 WR EMRI 13-9 图 所 示 , 已 知 长 度 尺 寸 a = 6m, СА, АВНВВС-Ж 
横 截 面 面 积 均 为 30 cm: ， 其 余 各 杆 的 横 截 面 面 积 均 为 15 cm: ， 各 杆 的 弹性 模 量 均 为 下， 载荷 
F = 130 kN。 试 计算 杆 AB 的 轴 力 。 





习题 13-9 图 
13-10 超 静 定 梅 架 如 习题 13-10 ИК, Е. 0. 均 为 已 知 ， 各 杆 的 抗 拉 〈 压 ) 刚度 均 
为 EA， 试 求 各 杆 的 轴 力 。 





习题 13-10 图 
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іі 求解 习题 13-11 图 所 示 超 静 定 粱 ， 并 作出 弯 矩 图 ， 已 知 梁 的 抗 弯 刚 度 为 EI。 


4 
< 


- - 


习题 13-11 图 





13-2 求解 习题 13-12 图 所 示 超 静 定 刚 架 ， 并 确定 最 大 弯 矩 ， 已 知 各 段 杆 的 抗 弯 刚 度 均 
Ж ЕІ. 

13-13 求解 习题 13-13 图 所 示 超 静 定 刚 架 ， 并 作出 弯 矩 图 ,已 知 各 杆 的 抗 弯 刚 度 均 
Ж ЕІ. 





习题 13-12 图 习题 13-13 图 


13-14 求解 习题 13-14 图 所 示 超 静 定 刚 架 ， 并 作出 弯 矩 图 ， 已 知 各 杆 的 抗 弯 刚 度 均 
3 ЕІ. 
13-15 求解 习题 13715 图 所 示 超 静 定 刚 架 ， HSER, Б ЖЖ ЕЛ 25 ДЕУ 
Ж ЕІ. 
20 КМ. т 20 КМ: т 





2m 2m 


习题 13-14 习题 13-15 


| 第 十 四 章 
| 电 测 法 简介 


要 解决 构件 设计 中 的 强度 问题 ， 就 必须 了 解构 件 的 应 力 状态 。 但 在 工程 实 
际 中 ， 有 些 构件 由 于 外 形 或 受 力 状 况 比 较 复 杂 ， 难 以 甚至 无 法 从 理论 上 对 其 应 
力 状 态 进 行 准 确 的 分 析 计 算 。 解 决 这 类 问题 的 一 个 有 效 途 径 是 通过 实验 的 方法 
来 测定 应 力 。 另 一 方面 ， 理 论 计算 往往 是 以 一 些 简化 假设 为 基础 的 ， 其 结果 是 
和 否 符合 实际 情况 也 需要 经 过 实验 来 验证 。 通 过 实验 的 方法 来 确定 构件 的 应 力 ， 
称 为 实验 应 力 分 析 。 

实验 应 力 分 析 的 方法 有 多 种 ， 例 如 电 测 法 、 光 弹性 法 、 全 息 光 测 法 、 云 纹 
法 和 脆性 涂 层 法 等 。 其 中 ， 应 用 最 为 广泛 的 是 电 测 法 。 电 测 法 的 优点 是 精度 高 、 
适应 性 强 ， 可 以 进行 现场 实测 、 遥 测 ， 还 可 以 用 于 高 温 、 高 压 、 腐 蚀 性 介质 等 
特殊 工作 环境 。 电 测 法 的 主要 缺点 是 只 能 测量 构件 表面 的 应 力 。 

本 章 简要 介绍 了 电 测 法 的 基本 原理 和 基本 应 用 。 








ЖОН 电 测 法 的 基本 原理 


一 、 电 阻 应 变 片 及 其 工作 原理 


电阻 应 变 片 ， 简 称 应 变 片 ， 是 电 测 法 的 传 感 元 件 。 实 际 测 量 时 ， 将 应 变 片 
粘贴 在 被 测 构件 的 表面 ， 使 其 随同 构件 变形 ， 将 构件 测 点 处 的 应 变 转化 为 应 变 
片 的 电阻 变化 ; 然后 ， 通 过 与 应 变 片 连接 在 一 起 的 专用 测量 仪器 ， 即 电阻 应 变 - 
仪 ， 测 出 构件 测 点 处 的 实际 应 变 ; 最 后 再 由 胡 克 定律 ， 得 到 构件 测 点 处 的 实际 
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应 力 。 

常用 的 电阻 应 变 片 有 丝 绕 式 OLE 14-1a) MÉR ( 见 图 14-1b) 两 种 。 丝 
绕 式 应 变 片 是 用 直径 为 0.02 mm 一 0. 05 mm 的 康 铜 ( 铜 镍 合金 Ni45Cu55) 丝 或 
镍 铬 合金 (Cr20Ni80) 丝 绕 成 栅 状 ,粘贴 在 两 层 绝 缘 薄 膜 中 制作 而 成 ， 钉 式 应 
变 片 则 是 用 厚度 为 0.003 mm 一 0. 01 mm 的 康 铜 钉 或 镍 铬 合金 箔 腐蚀 成 栅 状 ， 烙 
贴 在 两 层 绝 缘 薄 膜 中 制作 而 成 。 应 变 片 中 的 栅 状 金属 丝 或 金属 箱 称 为 敏感 栅 。 


绝缘 薄膜 绝缘 薄膜 
图 14-1 


试验 表明 ， 在 一 定 条 件 下 ， 应 变 片 敏感 栅 的 电阻 变化 率 AR/R 与 敏感 机 沿 
长 度 方向 的 线 应 变 es 成 正比 ， 即 有 


AR 
р Ке (14-1) 


式 中 ， 比 例 系数 К 称 为 应 变 片 的 灵敏 系数 。 灵 敏 系 数 的 大 小 与 敏感 栅 材料 及 应 
变 片 构造 有 关 ， 可 通过 试验 测定 。 常 用 应 变 片 的 灵敏 系数 天 为 1.7 一 3.6。 

由 式 (14-1) 知 ， 只 要 测 出 应 变 片 的 电阻 变化 率 AR/R， 即 可 确定 相应 的 线 
应 变 e, 


二 、 电 阻 应 变 仪 及 其 测试 原理 


用 来 测量 电阻 应 变 片 应 变 的 专用 电子 仪器 称 为 电阻 应 变 仪 ， 其 基本 测试 
路 为 一 惠 斯 顿 电 桥 ( 见 图 14-2). 

如 图 14-2 所 示 ， 电 桥 四 个 桥 臂 的 电阻 分 别 
XR R, R 与 Ri; A 与 C 为 电 桥 的 输入 端 ， 
接 电源 ， 其 输入 电压 为 U; B 与 DD 为 电 桥 的 输 
出 端 ， 不 难 证 明 ， 其 输出 电压 








к RIR,—R;,R; % 
AU = а ғыл ае - 469 
当 桥 臂 电阻 满足 
кк, = RR (14-3) 





时 ， 则 电 桥 的 输出 电压 AU = 0, ЖУН 
平衡 。 
在 进行 电 测 实 验 时 ， 若 将 粘贴 在 构件 上 的 图 14-2 
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初始 电阻 完全 相同 的 四 个 应 变 片 组 成 电 桥 的 四 个 桥 臂 ， 则 在 构件 受 力 变形 前 ， 
电 桥 平衡 ， 没 有 输出 。 当 构件 受 力 变形 后 ， 设 四 个 应 变 片 感受 的 应 变 分 别 为 ei、 
єз, Єз 和 e,， 相 应 的 电阻 改变 量 分 别 为 AR AR, АЮ; MAR, MEAR (14-2) 
可 得 ， 此 时 电 桥 的 输出 电压 为 


_ ШИ (АЕ, АВ, АВ; АВ, 
w -y(t r) 


式 中 ，R 为 应 变 片 的 初始 电阻 。 
ЖЖ 014-1) 代入 上 式 ， 即 得 电 桥 输 出 电压 AU 与 应 变 片 感受 应 变 s; 之 间 的 
关系 





(14-4) 


AU == а “-Е;-”Еҙ Fer) (14-5) 


由 于 KU/4 HAR Ки] ДЖ ЛҮ ЗЕ [ЖЯ ІҢ t R SEARE, ЖІП E dk 13 
应 变 仪 的 读数 应 变 为 


ER == eji — êr ea Fe = ТЕ (14-6) 


35 (14-6) 表明 ， 应变 仪 的 读数 应 变 gn 为 各 应 变 片 感受 应 变 si МЕСТЕ 
加 ， 其 中 ， 相 邻 桥 臂 的 应 变异 号 ， 相 对 桥 臂 的 应 变 同 号 。 这 一 特性 十 分 重要 ， 
利用 该 特性 ， 通 过 适当 的 组 桥接 线 ， 可 以 解决 电 测 实验 中 的 许多 实际 问题 。 

还 可 以 证 明 ， 若 将 个 电阻 值 相同 的 应 变 片 串联 在 同一 桥 辟 & 上 ， 则 该 桥 
臂 的 输出 应 变 等 于 这 个 应 变 片 实际 感受 应 变 的 算术 平均 值 ， 即 


= 1%, ' (14-7) 


AP, е, 为 该 桥 臂 的 输出 应 B, e DERRERS LNS i 个 1 应 变 片 的 实际 感受 
应 变 。 





第 三 节 电 测 法 的 简单 应 用 


在 用 电 测 法 进行 实际 测量 时 ， 需 根据 被 测 构件 的 受 力 变形 情况 、 温 度 变 化 
情况 以 及 具体 测试 要 求 ， 来 确定 测 点 位 置 、 贴 片 方位 与 组 桥接 线 方案 。 组 桥接 
线 一 般 有 两 种 方式 。 一 种 是 全 桥接 线 ， 即 将 测量 电 桥 的 四 个 桥 臂 都 接 上 应 变 片 ; 
另 一 种 是 半 桥 接线 ， 即 将 其 中 的 两 个 桥 臂 接 上 应 变 片 、 另 两 个 桥 臂 接 上 电阻 应 
变 仪 内 部 的 固定 电阻 。 下 面 通过 实例 ， 说 明 电 测 法 的 简单 应 用 。 

【 例 14-11] 用 电 测 法 测定 图 14-3 所 示 轴 向 拉杆 横 截面 上 的 正 应 力 <。 试 确定 测试 方案 ， 
并 给 出 应 力 与 应 变 仪 读 数 应 变 єк 之 间 的 关系 。 已 知 材料 的 弹性 模 量 为 正 、 泊 松 比 为 v。 
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R 

1 К, 
к} R4 
R 

1 R, 
R3 R4 





г 在 测量 过 程 中 ， 被 测 构件 环境 温度 的 变化 ， 将 会 影响 应 变 片 的 读数 应 变 ， 因 此 ， 必 

жазалы бык. 

(1) 方案 一 

采用 半 桥 接线 : 如 图 14-3a А, R 为 用 于 实际 测量 的 应 变 片 ， 简 称 工作 片 ， 沿 轴 向 粘 
贴 在 杆 件 上 ; R 为 用 于 消除 温度 影响 的 应 变 片 ， 简 称 温度 补偿 片 ， 粘 贴 在 不 受 载荷 作用 的 温 
度 补偿 块 上 ; R 与 Ri 为 应 变 仪 内 部 的 固定 电阻 。R 、R; 与 Ri R 的 电阻 值 相 同 。 温 度 补 
偿 块 与 杆 件 的 材料 相同 ， 并 处 在 同一 温度 环境 中 。 

Не, 表示 由 载荷 引起 的 轴 向 应 变 ，sx 表示 由 温度 变化 引起 的 应 变 ， 则 四 个 桥 臂 的 实际 感 
受 应 变 分 别 为 i 





Є = ep ters Е, = Єт, & =e = 0 
代入 式 (14-6)， 得 应 变 仪 的 读数 应 变 
Ер = 6 Me e “Ғе, - ер 


再 根据 胡 克 定律 ， 即 得 横 截 面 上 的 正 应 力 
с = Eeg 
(2) 方案 二 
采用 半 桥 接线 : 如 图 14-3b HR, Ri, Re 分 别 沿 杆 件 的 轴 向 、 横 向 粘贴 ，Rs 与 Ri 为 
变 仪 内 部 的 固定 电阻 。R! 、R; 与 К. Р, 的 电阻 值 相同 。 
此 时 ， 四 个 桥 辟 的 实际 感受 应 变 分 别 为 


él = ep ters e == — vep ter є =q = 0 
代入 式 (14-6)， 得 应 变 仪 的 读数 应 变 
єк 26, Се ге ГЕ (1+2) 








再 根据 胡 克 定律 ， 即 得 应 力 о 与 读数 应 变 er 之 间 的 关系 为 
E 
AGE T 


注意 到 ， 在 方案 二 中 ， 尽 管 没 有 专门 布置 温度 补偿 片 ， 但 温度 的 影响 已 自动 消除 ; 同时 ， 
方案 二 的 读数 应 变 是 实际 应 变 的 《1 十 v) 倍 ， 从 而 提高 了 测量 的 灵敏 度 。 
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【 例 14-21 用 电 测 法 测定 图 14-4 所 示 
纯 弯 曲 粱 所 受 弯 矩 M。 试 确定 测试 方案 ， 
并 给 出 弯 矩 M 与 应 变 仪 读数 应 变 sg 之 间 的 
关系 。 已 知 梁 的 抗 弯 截面 系数 为 W， 材料 
的 弹性 模 量 为 EE。 

解 : (1) 方案 一 

布 片 方案 如 图 14-4a 所 示 ， 采 用 半 桥 接 
0, R 与 R, 为 应 变 仪 内 部 的 固定 电阻 。 

用 s* 表 示 梁 上 表层 的 真实 应 变 ，sr Ж 
示 由 温度 变化 引起 的 应 变 ， 则 四 个 桥 臂 的 
实际 感受 应 变 分 别 为 








єр = eters е) = —Є-Р&т, є = є, = 0 
代入 式 (14-6)， 得 应 变 仪 的 读数 应 变 图 "14-4 
Ер = Е Е, Е; +e = 2e 


根据 胡 克 定律 与 梁 的 正 应 力 计算 公式 ， 有 


KERR, MESE M 与 应 变 仪 读数 应 变 er 之 间 的 关系 为 


М = %-е 


(2) 方案 二 
布 片 方案 如 图 14-4b 所 示 ， 采 用 全 桥接 线 。 请 读者 自行 证 明 ， 此 时 灵敏 度 增加 1 倍 ， 弯 
Ж M 与 应 变 仪 读数 应 变 es 之 间 的 关系 为 





【 例 14-3] 图 14-5a 所 示 立 柱 承受 偏心 
拉 伸 ， 试 用 电 测 法 测定 载荷 E 和 偏心 距 e。 
要 求 提供 测试 方案 ， 并 分 别 给 出 载荷 F (8 
心 距 e 与 应 变 仪 读 数 应 变 ex 之 间 的 关系 。 已 
知 立 柱 的 横 截面 面积 为 A、 抗 弯 截 面 系数 为 
WW 材料 的 弹性 模 量 为 E。 

解 : (1) 测定 载荷 下 

立柱 为 弯曲 与 拉 伸 组 合 变形 ， 其 中 轴 力 
Fs =F, ШМ = Ее, 

布 片 方案 如 图 14-5a 所 示 。 采 用 全 桥接 线 ， b) c) 
RPR, R 为 温度 补偿 片 〈 见 图 145b). 图 145 

EH es 表示 由 轴 力 引起 的 应 变 ，sw 表示 由 弯 和 矩 引起 的 应 变 ，sy 表示 由 温度 变化 引起 的 
应 变 ， 则 四 个 桥 臂 的 实际 感受 应 变 分 别 为 
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47 
є = etete 6 == 6р = Ет. ғұ = Epey T Er 
代入 式 〈14-6)， 得 应 变 仪 的 读数 应 变 
Ер = Ер —Е, ~e te == Žep 
根据 胡 克 定律 ， 有 
E ж 


ЕР 
F 
N 
z 
= 
ж 
3 
ә 


ЕЗ 
(2) 测定 偏心 距 е 


布 片 方案 不 变 〈 见 图 14-5a) 。 采 用 半 桥 接线 ， 其 中 R К, 为 应 变 仪 内 部 的 固定 电阻 
( 见 图 14-5c) 。 此 时 ， 四 个 桥 臂 的 实际 感受 应 变 分 别 为 

Е = ep Fem ет, ez 一 er 一 ev 十 er， єз = є, = 0 
代入 式 〈14-6)， 得 应 变 仪 的 读数 应 变 


Єк = Еу — Е, 一 6 十 6 = 2em 


根据 胡 克 定律 和 弯曲 正 应 力 计算 公 式 ， 有 


ом _ Ее 
ы =т= Бу 
联 立 上 述 两 式 ， 即 得 偏心 距 e 与 应 变 仪 读 数 应 变 єр 之 间 的 关系 为 
| EW 

= Fe 


ЖЕСЕ 


е 


【 例 14-41 


用 电 测 法 测定 图 14- ба 所 示 扭 转 圆 轴 的 最 大 扭转 切 应 力 rax。 试 确定 测试 方 
案 ， 并 给 出 最 大 扭转 切 应 力 ,与 应 变 仪 读数 应 变 er 之 间 的 关系 。 已 知 材料 的 弹性 模 量 为 EE、 
泊 松 比 为 v。 





с) 


8. 圆 轴 扭转 时 ， 外 表面 任 一 点 处 于 纯 剪 切 应 力 状态 ， 对 应 单元 体 如 图 14- 6b ж. Ж 
主 方向 为 士 45 "方向 ; 主 应 力 人 主 应 变 гі ы Жас 


布 片 方案 如 图 14- ба 所 示 。 采 用 半 桥 接线 OLA 14-6c)， 其 中 Rs 与 R 为 应 变 仪 内 部 的 
固定 电阻 。 此 时 ， 四 个 桥 臂 的 实际 感受 应 变 分 别 为 


er = єў “ер . є; 


于 是 ， 应 变 仪 的 读数 应 变 


= є, Her = — e ters» 
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ER 一 єг —є7 —e; He = 2e 


根据 广义 胡 克 定律 ， 可 得 主 应 变 








ШЕГЕ: 1 十 v 
є = Е 61 Е Tm 
联 立 上 述 两 式 ， 即 得 最 大 扭转 切 应 力 ra е 9а 变 er 之 间 的 关系 为 


若 在 轴 的 背面 沿 士 45 "方向 再 粘贴 两 个 应 变 片 ， 采 用 全 桥接 线 ， 则 其 测量 灵敏 度 可 提高 一 
倍 ， 请 读者 自行 证 明 。 


复习 思考 题 


14-1 试 说 明 电 阻 应 变 片 的 工作 原理 ? 

14-2 试 说 明 电阻 应 变 仪 的 工作 原理 ? 

14-3 何谓 半 桥 接线 ? 何谓 全 桥接 线 ? 

14-4 ”在 电 测 实验 中 ， 若 电阻 应 变 片 的 灵敏 系数 与 电阻 应 变 仪 的 灵敏 系数 不 一 致 ， 则 应 
如 何 修正 应 变 仪 的 读数 应 变 ? 

14-5 ”应 变 仪 的 读数 应 变 与 四 个 桥 辟 上 应 变 片 的 实际 感受 应 变 之 间 有 何 种 关系 ? 

14-6 在 电 测 实验 中 ,为 什么 要 进行 温度 补偿 ? 应 如 何 实 现 温度 补偿 ? 


ви 


14-1 试用 电 测 法 通过 拉 伸 实验 测量 材料 的 弹性 模 量 已 ， 要 求 给 出 测试 方案 ， 并 建立 弹 
性 模 量 与 应 变 仪 读数 应 变 er 之 间 的 关系 。 已 知 拉 伸 试 样 的 横 截 面 面 积 为 А. 

14-2 试用 电 测 法 通过 拉 伸 实验 测量 材料 的 泊 松 比 v， 要 求 给 出 测试 方案 ,并 建立 泊 松 比 
”与 应 变 仪 读数 应 变 e 之 间 的 关系 。 已 知 材料 的 弹性 模 量 为 巨 ， 拉 伸 试 样 的 横 截 面 面 积 为 A。 

14-3 如 习题 14-3 图 所 示 ， 具 有 初始 曲 
率 的 杆 件 承 受 轴 向 载荷 正 的 作用 ， 试 用 电 测 
法 测定 轴 向 载荷 下。 要 求 给 出 测试 方案 ， 并 
建立 轴 向 载荷 下 与 应 变 仪 读数 应 变 sk 之 间 
的 关系 。 已 知 材料 的 弹性 模 量 为 已 ， 杆 件 的 эши 
横 截 面 面 积 为 A。 

14-4 习题 14-4 图 所 示 悬 臂 粱 ， 同 时 承受 轴 向 载荷 F， 和 横向 载荷 Е. 的 作用 ， 试 用 电 测 
法 分 别 测 出 轴 向 载荷 Е, 和 横向 载荷 忆  。 要 求 给 出 测试 方案 ， 并 分 别 建 立轴 向 载荷 Бі. МІН 
载荷 Е. 与 应 变 仪 读数 应 变 er 之 间 的 关系 。 已 知 材料 的 弹性 模 量 为 EE， 悬臂 梁 的 横 截面 面积 
УА. КЕЗЕШ. 

14-5 “习题 14-5 ЖЕН, 同时 承受 横向 载荷 F Жары М NEH, 试用 电 测 法 测 出 
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横向 载荷 下。 要 求 给 出 测试 方案 ， 并 建立 横向 载荷 下 与 应 变 仪 读数 应 变 es 之 间 的 关系 。 已 知 
材料 的 弹性 常数 和 悬臂 梁 的 截面 尺寸 。 


Е, Е 





习题 14-4 图 习题 14-5 图 


14-6 习题 14-6 图 所 示 为 用 等 截面 杆 制作 的 平面 刚 架 ,试用 电 测 法 分 别 测 出 载荷 F 和 
F, 。 要 求 给 出 测试 方案 ， 并 分 别 建立 载荷 Fn Fo 与 应 变 仪 读数 应 变 e 之 间 的 关系 。 已 知 材 
料 的 弹性 常数 和 杆 件 的 截面 尺寸。 | 

14-7 习题 14-7 图 所 示 等 截面 圆 杆 ， 同 时 承受 轴 力 Еу, ШЖ ТЖМ 的 作用 ， 试 用 
电 测 法 分 别 测定 轴 力 Еу, WE 工 和 弯 矩 M。 要 求 给 出 测试 方案 ， 并 分 别 建立 轴 力 Fu, HME 
工 和 弯 矩 M 与 应 变 仪 读数 应 变 er 之 间 的 关系 。 已 知 材料 的 弹性 常数 和 杆 件 的 截面 尺寸 。 





习题 14-6 图 习题 14-7 图 


14-8 习题 14-8 图 所 示 简 支 梁 ， 所 承受 的 活 载 下 在 工 范围 内 移动 ,试用 电 测 法 测定 活 载 
下 。 要 求 给 出 测试 方案 ， 并 建立 活 载 下 与 应 变 仪 读数 应 变 sg 之 间 的 关系 。 已 知 材料 的 弹性 常 
数 和 梁 的 截面 尺寸 。 





习题 14-8 图 
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14-9 如 习题 14-9 图 所 示 薄 壁 圆 简 ， 同 时 承受 内 压 НЕ АОИЯЯ М. 的 作用 。 已 知 
圆 简 截面 的 平均 半径 为 尺 、 壁 厚 为 8， 材料 的 弹性 模 量 为 已 、 泊 松 比 为 v。 试 用 电 测 法 测 出 内 
Ж 户 和 扭转 外 力 偶 矩 M.。 要 求 给 出 测试 方案 ， 并 分 别 建立 内 压 请 、 扭 转 外 力 偶 矩 M. 与 应 变 
仪 读数 应 变 之 间 的 关系 。 


Me 





习题 14-9 图 


14-10 如 习题 14-10 图 所 示 ， 某 工 字 钢 结构 承受 复杂 载荷 ， 在 其 横 截 面 上 ， 同 时 存在 着 
ЛЕ, 、 剪 力 Е,, ЖЖМ, 和 弯 矩 M- 。 已 知 材料 的 弹性 模 量 为 E, WAEA v WA EWA 
分 别 测 出 这 四 个 内 力 分 量 各 自 引起 的 最 大 应 力 СУНА М, 引起 的 扭转 约束 正 应 力 )。 要 求 
给 出 测试 方案 ， 并 建立 各 个 应 力 分 量 与 应 变 仪 读数 应 变 es 之 间 的 关系 。 





习题 14-10 


附 ж 


附录 A 和 常用 材料 的 力学 性 能 


表 A-1 常用 材料 的 弹性 常数 

















Е/ СРа 
碳 钢 196--216 0. 24~0. 28 
合金 钢 186 一 206 0.25--0.30 
灰 口 铸铁 78. 5~157 0.23--0. 27 
铜 及 铜 合金 72. 6~128 0.31--0.42 
нее 70--72 0. 26 一 0. 34 
混凝土 15. 2~36 0. 16~0. 18 








木材 〈 顺 纹 ) 9 一 12 


表 A-2 常用 材料 的 主要 力学 性 能 



































材料 名 称 牌 号 в./ MPa съ/ МРаФ ôs (%)9 
0215 215 335--450 26—31 
! 0235 235 375--500 21-26 
Ы 1 0255 255 410--550 19--24 
0275 275 490--630 15--20 
банан E 

25 275 450 23 

ч 35 315 530 20 

优质 碳 素 钢 45 355 600 16 

55 380 ' 645 13 

15МлУ 390 530--680 18 

合金 

ван 16Ма 345 510--660 22 

20Cr 540 | 835 10 

合金 钢 40Cr 785 980 9 

30CrMnSi 885 1080 10 

ZG200- 400 200 400 25 

铸 钢 、 
26270-500 270 500 18 
НТ150 == 150 = 
灰 口 铸铁 
ы HT250 = 250 = 
ша | LY12 (212) 274 412 19 





O o, 为 拉 伸 强 度 极限 。 
@ 8; 表示 标 距 = 5а 的 标准 试 样 的 伸 长 率 。 
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表 B-3 ЖАҢ (СВ 707—1988) 





符号 意义 : h 一 一 高 度 ; 














[一 一 惯性 矩 ， 
d 一 一 腰 厚 度 ，; W 一 一 抗 弯 截面 系数 ; 
:一 一 平均 腿 厚 度 ; 
ги; 0---у-у ШЫҢ уі-уі ШІН, 
2 


6. 928 | 5.438 








8.451 | 6. 634 | 16.1 | 50.8 1.19 | 28.4 | 1.36 














8 5.0| 8 һо 4.0 |10. 248| 8.045 | 25.3 | 101 37.4 | 1.43 
10 5.3 |8.5|8.51|4.2|12.748| 10.007| 39.7 | 198 54.9 | 1.52 


12.6 126 5.5| 9 |9.01|4,51|15.692|12.318| 62.1 | 391 | 4.95 | 10.2 | 38.0 | 1. TT | 1.59 








21140 | 58 |6.0|9.51|9.5|4.8118.516|14.535| 80.5 | 564 | 5.52 | 13.0 | 53.2 | 1.70 | 107 |1.71 


14 
М140| 60 |8.0|9.51|9.5|4.81|21.316|16.733| 87.1 | 609 | 5.35 | 14.1 | 61.1 | 1.69 | 121 |1.67 





16a| 160| 63 |6.5| 10 |10.0|5.0 | 21. 962 |17.240| 108 | 866 | 6.28 | 16.3 | 73.3 | 1.83 | 144 |1.80 
16 |160| 65 |8.5| 10 |10.0|5.0 |25.162|19.752| 117 | 935 | 6.10 | 17.6 | 83.4 | 1.82 | 161 |1.75 




















18а| 180 | 68 |7.0 10. 5|10. 5| 5. 2 |25. 699|20.174| 141 | 1270 | 7.04 
18 |180| 70 |9. 0 110. 5110. 5) 5. 2 |29. 299 |23. 000| 152 | 1370 | 6.84 


20.0 | 98.6 | 1.96 | 190 | 1.88 
21.5 | 111 |1.95 | 210 ч 





-二 
20a| 200| 73 |7. 11 1.05.5 28.837|22.637| 178 | 1780 | 7.86 | 24.2 | 128 |2.11 | 244 |2.01 





























20 32.837|25.777| 191 | 1910 | 7.64 144 268 | 1. 95 
31.846 |24. 999| 218 | 2390 | 8.67 158 208 |2.10 
36. 246 | 28. 453| 234 | 2570 | 8.42 176 326 | 2.03 
34.917|27.410| 270 | 3370 | 9.82 176 322 | 2.07 
39. 917 |31. 335| 282 | 3530 | 9.41 196 353 | 1. 98 
44.917 |35. 260| 295 | 3690 | 9.07 218 











40.034 |31. 427 | 340 | 4760 | 10.9 
45.634 |35. 823 | 366 | 5130 | 10.6 
51.234 |40. 219 | 393 | 5500 | 10.74 






















































































R B-4 热 轧 工 字 钢 (GB 707-1988) 
符号 意义 : /一 一 高 度 ; т 腿 端 圆 弧 半径 ; 
5 一 一 腿 宽度 ; [一 一 惯性 矩 ; 
d 一 一 腰 厚 度 ; W 一 一 抗 弯 截面 系数 ; 
t 一 一 平均 腿 厚 度 ; i 一 一 惯性 半径 ; 
r ARME, S 一 一 半截 面 的 静 力 矩 。 




















































































11. 261 9, 

12.6 | 126 18. 118 |14. 223| 488 | 77.5 | 5.20 | 10.8 | 46.9 | 12.7 | 1.61 
14 |140 21. 516 | 16.890| 712 | 102 | 5.76 12.0 | 64.4 | 16.1 |1. 73 
16 |160 4.0 |26.131|20.513| 1130 | 141 | 6.58 | 13.8 | 93.1 | 21.2 |1.89 

_18 | 180 4.3 |30. 756 |24. 143| 1660 185 | 7. 36 15.4 | 122 | 26.0 | 2.00 

20а | 200 4.5 |35. 578 |27. 929| 2370 | 237 | 8.15 | 17.2 | 158 | 31. 5 (2.12 
20b 11.4| 9.0 | 4.5 |39.578|31.069| 2500 | 250 | 7.96 | 16.9 | 169 | 33.1 |2.06 
22а 12.3 | 9.5 | 4.8 |42.128| 33.070| 3400 | 309 225 | 40.9 | 2.31 
22b | 220 12.3| 9.5 | 4.8 |46.528 | 36. 524 42.7 |2.27 
25а | 250 13.0|10.0| 5.0 |48.5411|38.105| 5020 48.3 |2.40 
25b | 250 13.0|10.0| 5.0 |53. 541 |42. 030| 5280 309 | 52.4 | 2.40 
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尺寸 /mm 
型 | Ие анар е у 
号 


















28а | 280 | 122 | 8.5 |13.7|10. 
28b | 280 | 124 |10.5|13.71|10. 


сл 
сл 
Co 


55. 404 |43. 492| 7110 
61. 004 | 47. 888 | 7480 


іл 
л 
оо 















32a | 320 | 130 | 9.5 
32b | 320 | 132 [11.5 
32c | 320 | 134 |13.5 


15.0|11.5 | 5.8 |67. 156 |52.717|11100 
15.0|11.5| 5.8 |73. 556 | 57. 741|11600| 726 
15.0|11.5| 5.8 |79. 956 | 62. 765 | 12200| 760 





Зба | 360 | 136 |10.0 
36b | 360 | 138 |12.0 
36c | 360 | 140 |14.0 


15.8|12.0| 6.0 |76. 480 | 60. 037 |15800 | 875 
15.8|12.0| 6.0 |83. 680 | 65. 689|16500| 919 
15.8|12.0| 6.0 |90. 880171. 341|17300) 962 








40а | 400 | 142 |10.5|16.5112.5 | 6.3 |86. 112 (67. 598 |21700 | 1090 
40b | 400 | 144 |12.5116.51|12.5| 6.3 |94. 112 |73. 878 |22800 | 1140 
40c | 400 | 146 |14.51|16.5112.5| 6.3 |102. 11280. 158 |23900 | 1190 





45а | 450 | 150 |11. 5 |18.0113. 51 6.8 |102. 446| 80. 420 | 32200 | 1430 | 17.7 | 38.6 | 855 | 114 |2. 89 
- 45b | 450 | 152 |13.5|18.0|13.5| 6.8 |111. 446| 87. 485 | 33800 | 1500 | 17.4 | 38.0 | 894 | 118 |2.84 
45е | 450 | 154 |15.5|18.01|13.5 | 6.8 1120. 446| 94. 550 == 17.1 | 37.6 | 938 | 122 | 2.79 








50а | 500 | 158 |12.01|20. Іш 0| 7.0 |119. 304| 93. 654 | 46500 | 1860 
50b | 500 | 160 |14.0|20.0114.0| 7.0 |129. 304101. 504| 48600 | 1940 
50c | 500 | 162 |16.01|20.0114.0| 7.0 |139. 304109. 354| 50600 | 2080 





56a | 560 | 166 |12.51|21.0|14.5 | 7.3 |135. 435106. 316| 65600 2340 
168 |14. 5 |21.0|14. 5 | 7.3 |146. 635115. 108| 68500 
170 а 5 157. 71400 
176 |13. 0|22. 0 

15. 0122, 0 
17.0 |22. 0 


































-- 
93900 

98100 
102000 







































Е. 截面 图 和 表 中 标注 的 圆 缴 半径 x 和 xi 值 ， 用 于 和 孔 型 设计 ， 不 作为 交 货 条 件 。 


附录 C 习题 参考 答案 


第 二 章 ” 轴 向 拉 伸 与 压缩 


2-1 (Қ) 

2-2 (а) Fy = 25 kN; (b) Fn = 20 kN 
2-3 о = 124. 3 MPa 

2-4 в = 68.5 MPa 


в = 10 МРа 

біз = 5 MPa, г, = 5 MPa 

0 = 26. 6° 

Omax = 50 MPa (МЛ), AL =0 


Al = 0. 105 mm ( 伸 长 ) 
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(1) е, = 7.14е,; (2) о, = 7.146,; (3) б, = - 100 MPa, о. = —14 MPa 


Б.А, 
Е, А, +Е,А, 


Е = 70 GPa, v = 0. 33 
АП = — 0. 0179 mm 


6 = 26.4%, p = 65. 2%、 塑 性 材料 


Æ 


(1) d 2 17.8 mm; (2) d 2 32.9 mm; (3) d 2 25.2 mm 


[F]=14 kN 

dag = 121. 1 MPa < [2], ов = 95.5 MPa < [е] 
d 251 mm 

а 2 228 mm, b > 398 mm 

[P]= 21.2 ЕМ 

в = 200 МРа<<(6| 

Емар = Ех = 20 ЕМ, о = 100 MPa < [ol 
а > 22.6 mm 

с = 37.1 MPa < [с] 

с = 59.7 МРа< [о] 

45 тапа Х 45 тт Х 3 mm 

[F]=112 КМ 

[Р] = 38. 6 kN 

а= 17 тт 

АВЖ: 100 тт Хх 100 тт Х 10 тт 

АР #: 80 тт х 80 mmX6 тт 

0 = 45° 





Бы 一 20 kN (拉力 )、 Fy: = —10 kN (压力 ) 

Ез = --17.5 КМ, Fy = 12.5 КМ, Ев = 2.5 ЕМ, бұз 一 
Е, 5 Е, 

а ИД, 8 БЕЛЕД; 

оу = 66.6 MPa < [2], о = 133. 2 МРа < [с] 

(1) Fyi = Fw = Fns = –Е, С2) Ға- Fy; = ік: 


--43.75 МРа 


Еу = = 
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2-37 


4-2 
4-3 








5 1 1 
Ем = ФЕ. Fx = -Е. Fu = ---Е 
— 3 _ 6 сов?а 
Кы = 1+4 те сді Ек 1+4 соза 
Omax = — 64 MPa 
Fuac = 28 kN, Fygc = —22 kN 
9КАаАТ _ ЗЕЛаАТ 
Ех 10 s Ем 10 
оу = оз = —8 MPa, в; = - 2 MPa 
Ем = Ем = 5.33 ЕХ, Еу = — 10. 67 ЕМ 


第 三 章 ” 剪 切 与 挤 压 


т = 0.952 MPa, оь = 7. 41 MPa 


т = 88. 5MPa > [т], on = 41.7МРа < [в] 


із = 7-9 mm 

b = 100 тт, d 之 50 mm 
а 2 15 mm 

[Е ]=90 КМ 


а > 10.8 тт, h > 3. 54 тт, D 2 13. 82 mm 
т = 99. 5МРа < [r], о, = 125МРа < Lors], Omax = 125 MPa < [с] 


д 2 9 тт, l > 90 тт, А 2 48 mm 
Е < 1100 kN 


由 剪 切 : 1 > 78 mm; НЕЕ; l 2 119 mm 
由 剪 切 : Е < 58.8 КМ; 由 挤 压 : Е < 96 КМ; 由 拉 伸 : Е < 120 kN 
т = 31. 8МРа < [т], оь = 41. 7 MPa < Гб, | 


а 2 19. 9 тт 


т = 63. 7 МРа < [т], б, = 133 MPa < [on], оъ = 88. 9MPa < [с] 


[F] = 157. 4 kN 
tm 80 mm 
{ = 190 mm 


第 四 章 нн Ж 


баў Тышы “МЫ ТТЫ. 
(д |Ты|=24М*тш 

|T | ш = 2006 № • т 

r = 135. 3 MPa 


max 








= 4M.; (с) Tl = 30 N° т; 


Н ж 365 


т, = 35 MPa, t,x = 87. 6МРа 


18.5 kW 
тл = 63.7 MPa, Tmax = 84.9 MPa, гъ = 42.4 MPa 
а = 33 тт 


а < 90. 85 тт 
тд = 44.6 MPa, т, = 27.9 MPa 
D = 420 mm、 空 心 轴 的 重量 为 实心 轴 的 71% 
т = 64.8 MPa, т, = 71.3 MPa 
(1) |T]|mx = 700 N，m; (2) d 22 35. 5 тт; (3) 不 合理 
(1) 略 ; (2) 4-80 mm; (3) Ж 
pac 王 一 7.55XX10 rad 一 一 0.0432” 
D, 2>42.2 тап, D: 2 43.1 mm 
С = 84.2 GPa 
СОҚ; (2) тых = 45.6 MPa < [т]; (3) Фвс = — 0. 0031 гаа = 
—0. 178° 
D = 116 mm, d = 58 mm 
(1) та = 46.6 MPa; (2) Р = 71.8 kW 
а = 103 тт 
т, = 71.3 MPa < [+]. |g |. = 2. 05°%/ т > [g] 
由 强度 条 件 : di 2 63.3 mm; 由 刚度 条 件 : d: 2 68.4 тт; pan = 
7.9Х107% rad 
E = 216 GPa, С = 81.8 GPa, v = 0: 32 
АЕ В: т. = 45.2 MPa, ф = 0.462°/ m; ВС BE: г, = 71.3 MPa, 
ф = 1.02°/ т 
Tmax = 50.8 MPa, фр = 1.9°/m 
Taas = 46.8 MPa, т = 31.2 MPa 
тых = 64. 9 MPa, ф = 1.0°/т 
(1) ты, = 40.1 MPa; (2) т „= 34.4 MPa; (3) Фф = 0.565°/m 


第 五 章 -弯曲 内 力 





Me 一 
(b) Ес. 一 一 4 kN、 Ме = --4 kN ° Үй Ес, = 一 4 kN, Me. = 4kN = тп 
(с) Ғад, = --6 kN, Ma, = 0, Ес = 一 2 kN, Мы = 一 20 КМ • m 


(d) Ке = 0, Ме == =, Еш. == Qs Мг. == — 4 


+ 
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(бе) Еа = —5Ё, Ма S 2Е, Ең = —5Е, Ms_ Ы; Ев, 
РНЕ: 
F, M; = 7 
l 3412 l 
69) Есе, = ге Мс, == r ` Fsg С ` Мы. 2772 44 
L L ІҢ 
(g) Би ==, Mg -0, Fa ==» My =t 
Ch) Ғад, = 0. МА, =6КМ* ІП, Ес = 0, Mc = 6к3• m 
Ев == 一 8 КМ. Mg кесігі —=0 ЕМ % т 
M. 
5-2 (а) |Fs| mx = Г [M| m = М. 
ШЕП ЕТ) | 
(b) |25 |а 4 ` ІМ тах 39 
(с) | Fs = ЭЁ, | М mas == 442 
- 391 — ЧЁ 
(а) ете 4 > | M тах 4 
(e) [в Е, |M] m = 5 
(Б | Fs p = ШІ, |M | max = 9? 
(g) Fs шы о М aa = М2 Е 
_ 34! - 844 
С) Еа ае 2 、 |M | max 2 
5-3 (а) |Fslme ~ Fs |M |s = 2Ей 
(b) |Fs |m = 4 КМ. [М = 6 КМ m 
(с) [Е | = 10 КМ, |M] m = 22kN* m 
(а) Е; ші = Юк М max 一 244: 























(е) |Fs |m = 2F, |M |m = 2F1 
(D || „= 2, |M] m = 9 


(g) [Е | = 10 kN, |M |max = 63 КЧ • m 
h) [Е |= 8 ЕМ, |M]| ma =6kN* т 











G) |Fs |m = за, М | m = 9 
қ 341 344: 
G) (Pals Ы Мы 4 


5-4 а = 0.3541 


5-5 


5-6 


8-7 
5-8 


6-1 
6-2 


6-3 
6-4 


6-5 
6-6 
6-7 
6-8 
6-9 
6-10 
6-11 
6-12 
6-13 
6-14 
6-15 
6-16 
6-17 
6-18 
6-19 
6-20 
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РЇ, El „6 Е 
(а) Mae= 7) б) Мы = з (с) М, = =: (4) М. = = 
(а) ВСВ: |M]|mx = 20 КЧ • m; ABB: |М |... = 80 КМ • m 
(b) ВСЕ. |M]| ms = 45 ЕЧ • m; ABB: |М |. = 45 ЕМ" т 





(с) ABB: |М|... = 7.5 КЧ • m; ВС: |М|,.,- 7.5 ЕМ • m; 
Ср 8. М = 0 
( 略 ) 
(а) |Fs |m = 26 kN, |М|ь,=36КМ, m 
(b) |Fs| mx = 15 kN, |M]|m=10kN* m 
第 六 章 弯曲 应 力 
(1) ус = 0. 275 т, 8, = 一 0.02 т; (2) 大 小 相等 ， 正 负 相 反 
(а) І. = 0.468Х107% т! 
(b) ye = 157.5 mm, 1, == 60. 107° m' 
(с) ус = 125 пип, In = 25521 ет 
实心 截面 : cn = 159 MPa; 空心 截面 : ow = 93.6 MPa 
(1) ок = —61.7 MPa 
(2) Simax = 92.6 MPa, 1—1 截面 的 上 (下 ) 边缘 处 
(3) dmx = 104. 2 MPa， 跨 中 截面 的 上 СТ) 边缘 处 
[F] = 56.8 kN 
D = 67 mm 
Omax = 119. 2 MPa < [е] = 140 MPa 
бла = 45 MPa < |6,1. Cems = 105 MPa < [д] 
[F] = 44.3 kN 
max = 108. 6 MPa < [е] = 160 MPa 
|M |mas = 30 КЧ • m, b = 66 mm, h = 132 mm 
Oimax = 26. 4 MPa < (б, | = 40 MPa, о, = 52. 8 MPa < [о, ] = 160 MPa 
[F]=20 kN 
бах = 102 МРа, Tras = 3.39 MPa 
[Е] = 3. 825 ЕМ 
[Е] = 8.1 kN 
а = 124 тт 
а = 31/13 
Мо. 22Ь 
b = 86 mm, h = 129 mm 
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6-21 AB 段 中 点 ; b = 139 тт. h = 209 mm 
第 七 章 弯曲 变形 


275 ба) w | =a = 0. чо | ар 0 





(b) to | zsa = 0, w | =a = 0 
_ Pph 
(с) w | .=60= 0, w | == EA, 


(d) ш | -= 0, 0|,-1-0 















































б = вр 3—3) 
7-2 Usa); М 
w = “ЕП (2—38 2—25) і 
кым M. 2 2 2 
6, = БЕП 37 4-61 (ж-ға T (7--357У) 
(а<тла--б) 
= 8 рый E 00 ai 
w: = Enl 7 „а (twa t (0-33 ж] 
44: ql’ 
7 3 0 6ЕІ + Wmax 8ЕІ 
ГТК м” туы 
ж 2 С АҚ “МЕК “ 768ЕІ 
ы _. 84° БЕТ S 4 
7 5 Өл 48ЕІ` Og 24ЕГ WA 24EI 
Еа? _ _ Еа? жә 
7-6 б; БЇ? “в SEI (31 а) 
7 Е: gL’ а" 
71 бв = Ер “в == eE 
_ FÊ M? _ FÈ Mul 
1-8 шс = “ШЕР IEI”  J6EI BEI 
_ FPE ПЕР 
T3 бо == pr Ма T гі 
3 4 
Ж a єс ga 
ш ж БЕРУ BEI 
қ 5а 
РЕБ ай 768ЕТ 
7-12 (a) шс = Fa 03/2 —16а1— 16а70, бс = F ——-(24а° +16al— 3?) 
i 48EI ы? 7 18ЕІ 
(hy we с ШЕШ Қаз, dy 


24ЕІ = 
7-53 Е--654.5М 


8-4 


8-5 


8-7 


8-8 


8-9 


__2да\ 
ЗЕІ 


4 < 8. 656 ҰМ/т 
І. 22 6.7х10' сіп! 


CTI 


WA 


wc = 0. 0245 mm < [w] 
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Е = 11.57 GPa 
No. 18 工 字 钢 
7 3 1 1 
Ке яе ts Ел = ТЕ. M, = 7FL |M | mx = Е 
-IM p nM y „М, 
Бы ҒА zz ` Ma ўч |Ma = М, 


|M | = 0. 12591? 


Е, = 0.488Е, Fs = 0. 224Е, Ес = 0. 736Е, |М |... = 0. 1952Е] 


(1) о, = 一 45.8 MPa, т, 


Қо 706 

8(А/? ЗАГ) 
Гг. 

ЗЕТ 

第 八 章 “” 应 力 状态 分 析 与 强度 理论 
(ғ) 
бу = 10.66 MPa, б; = 0, оз = -0.06 MPa, в = 4. 73° 
(а) б, = --27.3 МРа, т, = -27.3 MPa 
(b) о, = 52.3 MPa, т, = —18. 7 MPa 
(а) а = 52. 426 MPa, б; = 0, оз = — 32. 426 MPa, a = 22.57 
(b) а = 37 MPa, о, = 0, оз = —27 MPa, а = —70°14' 
(а) о, = 0.49 MPa, т, = — 20. 5 MPa 
СЪ) в, = 35 MPa, г, = — 8. 66 MPa 
(а) o = 62. 4 MPa, о; = 17.6 MPa, ву = 0. а = 58°17' 
Cb) а = 120. 7 MPa, о = 0, о; = — 20.7 МРа, а = —22.5° 
(1) а = 150 МРа, оз = 75 МРа, о; = 0, т, = 75 MPa 
(2) о, = 131МРа , т, = — 32. 5 MPa 
1 点 : о, = о; = 0, оз = - 120 MPa 
2 点 ; о = 36 MPa, o = 0, оз = — 36 MPa 
3 点 ; о = 70.3 MPa, о = 0, оз = — 10.3 MPa 
4 点 : о, = 120 MPa, о = оз = 0 


= 8. 79 МРа 


8-10 
8-11 
8-12 
8-13 
8-14 
8-15 


8-16 
8-17 
8-18 
8-19 
8-20 
8-21 
8-22 
8-23 
8-24 


8-25 
8-26 
8-27 
8-28 


8-29 
8-30 


9-1 
9-2 
9-3 
9-4 
9-5 
9-6 
9-7 
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(2) ву = 108 MPa, о; = 0, оз = —46.3 MPa, о, = 33717! 

С) 

оу = 70 MPa, о; = 10 MPa, оз = 0, о = — 24°, 0 = 144° 

Tmax = 25.1 MPa 

озу = 114 MPa, oo = — 50. 3 MPa, т» = — 10. 6 MPa 

с, = 120 МРа, т„ = 69.3 MPa 

(а) о, = 50 MPa, е; = 50 MPa, оз = — 50 MPa, tx = 50 MPa 
(b) д = 52.5 MPa, б; = 50 MPa, б; = —42. 2 MPa, т. = 47.2 MPa 
(с) о, = 130 MPa, б; = 30 MPa, о; = -30 MPa, тм, = 80 MPa 
е, = 380Х107%, e, = 250Х107%, Yy = 650Х107%, е = 66Х107% 
с; = 80 MPa, о, = 0 

бр = б» = — 35.7 MPa, в; = — 150 MPa ' 

Е = 125.6 kN 

Т =2997М, m 

Аһ = -1.46Х107% пт 

Al = 9.29Х107% mm 


p=3.2 MPa, su = 72.1 MPa < [o] 

(а) oa = 57 MPa, о» = 58.75 MPa 

(b) ou = 25 MPa, в, = 31.25 MPa 

сз = 900 MPa < [е], с = 843 MPa < [е] 
бә = 122.07 MPa, б, = 111. 36 MPa 

бз = 300 MPa = [0], oa = 265 MPa < [с] 
(а) ба = 82.4 MPa, в, = 77.41МРа 

(b) сз = 64 MPa, б,,--55. 65МРа 

са = 32.36 MPa < Lo. ] 

со == 26.8 MPa < [0, | 


第 九 章 组 合 变 形 


Omax = 79.1 MPa 

(1) А = 20 22 81. 4 mm; (2) d 22 59. 4 mm 
Сых = 12 MPa = [с] 

No. 16 TF 

Gmax = 140 MPa, Omax ~ 148 MPa 

ama 14.26 МРа, оь = - 18.3 MPa 

8 倍 


9-8 2..-121 MPa (超过 许 用 应 力 0.75%%， 仍 可 使 用 ) 


9-8 

9-10 
9-1 
9-12 
9-13 
9-14 
9-15 
9-16 
9-17 
9-18 


10-1 
10-2 
10-3 
10-4 
10-5 
10-6 
10-7 
10-8 
10-9 


b = 68 mm 

[F] = 1359 N 

бак = 55. 7 MPa < [ес] 
Omax = 128 MPa < [ø] 
Р = 788 № 

сз = 58.3 MPa < [в] 
а = 60 тт 

а 2 67.9 тт 

а < 55.6 тт 


附 ж 1371) 


(1) o = 3.11 MPa, о = 0, б; = —0. 22 МРа, T as = 1. 67 MPa 


(2) ба = 3. 33 MPa < [с] 
忽略 带 轮 重量 d 2 48 mm 
考虑 带 轮 重量 4 2 49.3 mm 
бз = 176 MPa < [ø] 

а > 23.6 mm 


Ж] т< 


са = 107. 4 MPa < [о] 








Т = 100.5М» т, М = 94.2 Ме m, ос. = 163. 3 MPa 


а >> 95. 6 mm 
бз = 84. 2 MPa < [е | 


қ 第 十 章 压 杆 稳定 


(а) Fa = 2536 КМ; (b) Fa = 2641 ЕМ; (с) Fa = 3131 kN 
(1) Е. = 37.8 kN; (2) Fa= 13.1 kN; (3) Е,- 459 ЕМ 


õa = 7.41 MPa 

Fa = 159.5 kN; Fa = 423. 4 ЕМ 
(1) А = 95.95 (20 Ap = 78.6 
Е,- 400 kN, б = 665 MPa 


Fa = 249. 5 kN 
Fa = 412. 0 kN 
п = 3.57 2 пы 


10-10 [Е]=7.49®ЕМ 


10-11 


(А. == % 88 = fy 
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10-12 [F]= 118.3 kN 

10-19. ж = 8.85 

10-14 n = 6.5 >na 

10-15 (1) Fmax = 59.3 ЕМ; (2) 没有 变化 
10-16 Т = 66.4% 

10-17 а = 44 тт, Fa = 458.7 kN 
10-18 [Е] = 51.5 ЕМ 

10-19 п = 3.27 > п, = 3 

10-20 а = 97 тт 

10-21 п= 71 >т, 

10-22 а = 37 тт 

10-23 [Е] = 208 kN 


11-1 о, = 47.9 MPa 
11-2 Ж. oa = 27.9 MPa; LZ: сл = 19. 67 MPa 


2 
11-3 м. = 1(1-% ы 
2 в 
а? l 
Hd Ah = ag PO 


11-5 озь = 12.5 MPa 
11-6 (1) cs = 0.0707 MPa; (2) о, = 15. 4 MPa; (3) ол = 3. 72 MPa 
117 Ж#Ж. ГА] = 389.0 mm; ЖЖ. [л] = 9. 67 mm 


ИЯ 180АЕІ | Р! > 六 ,180hET | 59РІ 
11-8 Od max 一 (1+ 1+ РІ? |2 Аса (1+ 1+ РІ? |2 
a ЗАВІТ \ РЁ 


11-0 Al = 4. 1 mm 
11-11 б, = 65.8 MPa 
11-12 Sama; = 16.9 MPa 


4 ч 48ЕТ С FgD | PÈ 
11-13 Да [1+ 1881 Са | 

_ [BEI а? FgD РЁ 
11-14 Жаза К 


11-15 Н = 0. 064 т, Gam: = 9.6 MPa 
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РУ 2Н (Ebh’+4kL) | 6ElhP 
11- = ктш ыс 
16 Gimis Е 11% 4PE |228 


11-17 (а) r = — 41, о, = 20 MPa, о, = 40 MPa 
(b) r = —3, on = -20 MPa, о, = 40 MPa 
(с) к = 2, б, = — 45 MPa, о, = 15 MPa 
(d) r = —оо, б, = — 30 MPa, о, = 30 MPa 


11-18 о = 122. 2МРа < [2] = 129. 9 MPa 
第 十 二 章 能 E 法 


2 
121 у, = Ё (ati) 


























2Е(А, A: 
zj 

12-3 (а) У, = гар (b) У, = Ба; 
12-4 (а) У; = ЕР. А ігі. сіз Ф У, Ба. ды = Её сө 
12-5 У, = Ка, Аы = 2Р8 сұ) 
12-6 wa = - C) 
12-7 An = 29 (4) 
12-8 ду 3026 СФ) 
12-9 Аъ = 07 с 
12-10 Дь = 199519 (ү), Am = EXI (.) 
12-51 Доу = у (3420) X10' = X10 ({) 
12-18 Жа Б (+), В, = Kon 
12-13 Ам = -IEE CA), б, = ЗЕР 


_ 18+20/3 ЕІ 


12-14 (а) Алу 3 ҒА 


(y) 
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5--84/2 FL сө 









































(b) Aav = 2 EA 
— 59 — al 
Aav ЗЕТ Суу, Авы = ZEI (>) 
ЖЕ 1 
A= EI OEA (4) 
O MË 
Асу = теру (4) 
ШЕ; 
Арт 
3 3 
= ga кы = 
тор ЖІ (41—а) (№). 6 SEI 
с РА М 1. ЕР МА 
В 48ЕІ І6ЕГ * 16ЕТ ЗЕТ 
_32F i lh 
Асу = ср] CY), Ден EI ( 2% Фс ET ОШН ЕГ) 
7 «ЗЕ (> 
Алу = терр Сұ), Аһ гс” 
第 十 三 章 ” 超 静 定 结构 与 力 法 
21+4-3а 
Fy == T (99 
к ДЕ. 
_45М, _45М, _13М, 
Res Tape с FA = 87 C4), Ma= 42 
Ес: 
[M] mx = +M 
max 2 е 
— 3 p 
|M | max 44! 
|M] mx = Me = 29.8 kN • m 
Е, = 1--сова 
N 1+cos’a+sin’a 
уб са sin2a 
М1. соғ а-Бвіп "а 
Е біп “асова 
N3 


1 十 cossa 十 sinsa 
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13-9 下 Nap = — 82. 8 kN 


13-10 Ем = — Ем == ” Fn 0 
1 

13-11 Ма == М» = Tp 

13-12 М, = ы 


13-13 Е,-ЕС-,Е,- ФЕ (4), М, = БЕ ( 道 时 针 ) 
13-14 Feo = 7.5 kN (=) Fo = 0 


13-15 Е-44 (=) 
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